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Kapitel 1
Einführung
Heizungs- und Lüftungstechnik beschäftigen sich mit dem Einsatz von Energie, um den Komfort der
Menschen in Gebäuden sicherzustellen. Die Energie stammt vor allem aus fossilen Primärenergieträ-
gern, d. h. aus chemisch gebundener Energie, die bei Verbrennung freigesetzt wird. Bei der Verbrennung
entstehen unerwünschte Emissionen von CO2 und anderen Schadstoffen, deren Konzentrationen zu mi-
nimieren bzw. zu vermeiden sind. Es gibt mehrere Wege, die zur Begrenzung des Energiebedarfs und der
damit verbundenen Emissionen führen, wie Bedarfssenkung durch Effizienzerhöhung und die Wende zu
alternativen Energiequellen, die u. a. durch die vermehrte Nutzung der Umgebungsenergie erfolgt. Die-
ser Ansatz wird von Wärmepumpensystemen verfolgt, die zur Erzeugung von Heizwärme nicht nur die
aus den fossilen Energieträgern durch Verbrennung gewonnene Exergie in Form der elektrischen Ener-
gie, sondern auch die Anergie der Umgebung verwenden. Diese wird in vielen Fällen aus dem Erdreich
über verschiedene Formen der Erdwärmeübertrager gewonnen. Hier muss der Begriff der Umgebung,
aus der die Anergie zu schöpfen ist, präziser beschrieben werden. Im Fall eines Heizungssystems wird in
dieser Arbeit die Umgebung als der Zustand der Außenluft und der dünnen oberflächennahen Schicht
des Erdreichs definiert. Ihre Temperatur variiert im Takt der Jahreszeiten. Die Temperatur der tiefer
liegenden Erdreichschichten weist ab einer Tiefe von einigen Metern (abhängig von den Stoffeigenschaf-
ten ab ca. 5 m bis ca. 15 m, siehe Abb.2.1.3) nur geringe jährliche Schwankungen von weniger als 1
K auf. Die mittlere Temperatur dieser Schichten nähert sich der mittleren jährlichen Lufttemperatur,
wächst geringfügig mit der Tiefe und unterliegt deutlich geringeren saisonalen Schwankungen als die
Außenluft. Das energetische Potenzial des Erdreichs kann also deutlich von dem Potenzial der Umge-
bung abweichen und schon dadurch zu einer attraktiven Energiequelle werden, obwohl das Erdreich im
allgemeinen Verständnis genauso wie die Außenluft eine Umgebung darstellt. Durch den Einsatz der ge-
genwärtigen Wärmepumpentechnik können die Unterschiede zwischen dem oberflächennahen Erdreich
und der Außenluft für Heizungs- und Kühlungszwecke ausgenutzt werden. Die technisch erreichbare
Energieausbeute in Systemen, die die Erdwärme nutzen, hängt von den Eigenschaften des Erdreichs ab,
die in der Regel nur im geringen Grad bekannt sind. Das stellt ein Problem bei der Vorhersage des
Betriebsverhaltens solcher Systeme dar. Eine zusätzliche Unsicherheit bei der Berechnung der Erdwär-
meübertrager stammt aus den Vereinfachungen, die bei ihrer Modellierung und bei der Abschätzung des
Betriebsverhaltens von Erdwärmeübertragern benutzt werden.
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Es gibt eine Reihe Modelle, die die vielen Aspekte der Wärmeübertragung in einem Erdwärmeübertra-
ger beschreiben. Abhängig von den bei der Modellierung getroffenen Annahmen und Vereinfachungen
führen die verschiedenen Modellkombinationen zu Ergebnissen, die sich bei der Anwendung der Jahres-
bilanzierung voneinander zum Teil stark unterscheiden können. Geringe Unterschiede in verwendeten
Modellen führen nämlich zu Temperaturschwankungen des aus dem Erdwärmeübertrager kommenden
Wassers bzw. der Sole, die durch ihr wiederkehrendes Erscheinen einen entscheidenden Einfluss auf die
Energieeffizienz des gesamten Systems haben können. Bei den Unterschieden von Jahresarbeitszahlen
des Wärmepumpensystems, die sich bis auf 0,29 belaufen, entscheiden die Annahmen über das Modell
des Erdwärmeübertragers über die vorhergesagte Wettbewerbsfähigkeit des Wärmepumpensystems ge-
genüber den anderen Heizungssystemen. Dabei liegt der einzige Unterschied in der Erdwärmeübertrager-
und nicht der Heizungssystem-Modellierung.
Das Erdreichsondenmodell, das die Gebäude- und Anlagensimulation ergänzt, muss das thermische Ver-
halten des Erdreiches in Kombination mit der Sonde realistisch abbilden können. In diesem Zusam-
menhang spielen die betrachteten Zeitskalen eine entscheidende Rolle. Die Nachbildung einer sehr kur-
zen Zeitskala kann nur durch die Umsetzung eines numerischen Modells erreicht werden, das ebenfalls
das intermittierende Verhalten einer Heizungsanlage abbilden kann. Die Berücksichtigung von langen
Zeiträumen (Jahre) erfordert die Nutzung eines entsprechend größeren Berechnungsgitters. Alternativ
hierzu kann auch mit sogenannten g-Funktionen zur mathematisch-physikalischen Approximation gear-
beitet werden. In der nachfolgenden Arbeit kamen g-Funktionen zur Anwendung, die in den Kapiteln
3 und 4 umfänglich erläutert werden. Das Modell, das als ein Teilmodell in einem Gebäude- und An-
lagensimulationsprogramm implementiert wird, muss ausreichend komplex sein, um das Verhalten von
Anlagen unterschiedlicher Größe und, was damit einhergeht, auch unterschiedlich großer Sondenfelder
ausreichend genau abbilden zu können. Die geometrische Abbildung der Sondenfelder würde die Größe
des Berechnungsgitters merkbar steigern, was bei der Einhaltung hoher Abbildungstreue zu einem ex-
tremen Rechenaufwand führen würde. Deswegen wird hier der Ansatz einer für das gesamte Sondenfeld
repräsentativen g-Funktionen verfolgt, die den Rechenaufwand bei der Simulation deutlich reduziert.
Die g-Funktionen können wiederum nur die Effekte abbilden, die bei ihrer Berechnung berücksichtigt
wurden. Im heutigen Stand werden bei ihrer Bestimmung viele grobe Annahmen benutzt, die ihre Be-
rechnung erleichtern, aber einen Verlust ihrer Genauigkeit und eine numerische Glättung einiger Effekte
(wie Asymmetrie der Temperaturverteilung) zur Folge haben.
Daraus ist die Zielsetzung dieser Arbeit entstanden: die Modellierung der g-Funktionen und dadurch
auch die Modelle der Erdwärmeübertrager, die in der Gebäude- und Anlagensimulation Anwendung
finden, zuverlässiger und präziser zu machen, um die von ihnen gelieferten Aussagen der Realität näher
zu bringen. Dabei soll auch die den Modellen innewohnende Unsicherheit, zusammen mit Methoden zu
ihrer Abschätzung, gezeigt werden.
Methoden und Werkzeuge
Diese Arbeit verwendet numerische Modelle, um die thermischen und strömungstechnischen Phäno-
mene in den Erdwärmeübertragern und um sie herum nachzubilden. Es werden überwiegend Modelle
verwendet, die von anderen Autoren entwickelt und validiert worden sind. Dort wo die existierenden Mo-
delle grobe Annahmen nutzen, wurden detailliertere Modelle entwickelt bzw. die existierenden Modelle
erweitert. Sie bilden die eigenständigen Neuwert dieser Arbeit und wurden mit den anderen bekannten
Modellen verglichen, die, soweit es möglich war, gegen die verfügbaren Daten validiert wurden. Es wurde
versucht, die praktische Bedeutung der angewandten Modelle zu bestimmen, indem der Vergleich der
mit ihrer Hilfe gewonnenen vorhergesehenen energetischen Kennzahlen erfolgt.
INHALTSVERZEICHNIS 3
Abgrenzung des Themas
Die geothermische Energie kann auf vielen Wegen genutzt werden. Diese Nutzung wird in ihrer Vielfalt
durch Richtlinien des VDI [117, 118, 119, 120], der Bundesregierung und des Energieministeriums der
Vereinigten Staaten (US Energy Department [12]) unterstützt. Diese Arbeit konzentriert sich auf Model-
lierung von vertikalen Erdsonden der oberflächenahen Geothermie, die mit dem Arbeitsmedium Wasser
bzw. Wasser-Gylkol-Gemisch betrieben werden. Die Diskussion der vorhandenen und neuen Modelle
fängt mit einer Betrachtung des Modells einer einzelnen Erdsonde an und wird, wenn möglich, erweitert
auf Systeme mit mehreren sich beeinflussenden Sonden. Die anderen Bauarten der Erdwärmeübertrager
wie Erdkollektoren, Erdkörbe und andere werden hier nicht betrachtet, auch wenn die hier beschriebenen
Methoden auch bei ihrer Modellierung eingesetzt werden könnten. Die Direktverdampfungssonden (Heat
Pipes) werden in dieser Arbeit aufgrund des aufwändig zu beschreibenden Phasenwechselprozesses und
wegen ihrer relativ geringen Relevanz für die Gebäudetechnik auch nicht näher beschrieben. Die Erwei-
terungen der Langzeitmodelle können aber bei ihnen dieselbe Anwendung wie bei den wasserbasierten
Sonden finden.
Struktur der Arbeit
Kapitel 2 beschreibt den Begriff der Erdwärme und einige der vielen möglichen Bauarten der Wärme-
übertrager. Die Erdwärmeübertrager der oberflächennahen Geothermie werden dabei am ausführlichsten
behandelt. Es werden die gängigsten Bauarten der Erdsonden vorgestellt. Das Kapitel schließt mit einer
Beschreibung des Betriebsverhaltens der vertikalen Erdsonden und einem Übersicht der Auslegungs-
methoden und Simulationsprogramme ab. In Kapitel 3 werden die bekannten Modelle vorgestellt, die
zur mathematischen Beschreibung der Erdsonden nützlich sein können. Die Modelle müssen den Trans-
port der Wärme in der Arbeitsflüssigkeit (Abschnitt 3.1), ihre Übergabe über Rohrwände (Abschnitt
3.2) und Bohrlochfüllung an das umgebende Erdreich (Abschnitte 3.3 und 3.4.1) sowie die Leitung in
einem halb-unendlichen Medium (Abschnitt 3.5) beschreiben können. Diese drei Phänomene können
separat voneinander betrachtet werden, was das Gesamtmodell deutlich überschaubarer macht. Die zwei
Kombinationen der numerischen und analytischen Modelle werden gegen die vorhandenen Messdaten
validiert, was in den Abschnitten 3.4.3 und 3.5 dargestellt wird. Zum einen wird dort ein detailliertes
FEM-Modell zur Berechnung von Erdreich und Hinterfüllung dargestellt und zum anderen die verein-
fachten thermischen Schaltungen, die zur Abbildung der Wärmeleitung in der Hinterfüllung dienen, mit
den anderen Teilmodellen gekoppelt und durch Vergleich der Ergebnisse mit den Messdaten validiert.
Die verfügbaren analytischen Modelle aus Abschnitt 3.5 können in den meisten Fällen erweitert werden,
was in Kapitel 4 dargelegt wird. Kapitel 5 enthält die Ergebnisse der Anwendung der Modelle zur Simu-
lation des Erdsondenverhaltens. Am Beispiel eines Einfamilienhauses mit einer Wärmepumpenheizung
werden das thermische Verhalten des Erdreichs und der Sonde analysiert und die vorhergesagten Jah-
resarbeitszahlen in Abhängigkeit von dem eingesetzten Modell verglichen. Kapitel 6 fasst die Ergebnisse
der Untersuchungen zusammen und gibt Vorschläge für die weitere Entwicklungen an.
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Kapitel 2
Energiequellen und Aufbau der
Erdwärmeübertrager
Die Erdwärmeübertrager nutzen die in dem Erdreich gespeicherte Wärme. Ihr Aufbau kann variieren,
abhängig davon, ob die genutzte Wärme vor allem aus der solaren Einstrahlung nahe der Erdober-
fläche oder vom Abkühlen des Erdinneren stammt. Sie können unterschiedlichen Aufbau besitzen und
verschiedene Arbeitsmedien nutzen.
2.1 Quellen der geothermalen Energie
Die Erdwärme ist die Wärme, die in Erdschichten zu finden ist.
Erdsonden nutzen zwei Quellen der Energie: die Wärme, die aus dem Erdinneren nach außen übertragen
wird und die Sonnenwärme, die der Erdoberfläche von der Sonne zugeführt wird.
Die erste Quelle, die im allgemeinen Verständnis als geothermale Energiequelle verstanden wird, ver-
dankt ihre Energie der Auskühlung der gesamten Erdkugel und dem Zerfall radioaktiver Stoffe in der
Erdkruste. Die Abstammung der Energie, die durch diese Abkühlung abgegeben wird, ist nicht voll-
ständig geklärt und kann nur durch indirekte Beweise approximiert werden [32, 102, 106, 111]. Die
Erde war nach ihrer Entstehung sehr heiß und dann ist über Milliarden von Jahren über Abstrahlung
der Wärme ins Weltall abgekühlt. Somit bildete sich die heutige Situation, in der die Temperatur des
festen metallischen Erdkerns auf mehrere Tausend Grad Celsius abgeschätzt wird (siehe Tabelle 2.1.1)
und mit der Entfernung von der Erdmitte abfällt. Der Kern gibt die Energie ab, indem der äußere
flüssige Kern an der Oberfläche des festen inneren Kerns erstarrt und den resultierenden Wärmestrom
zum Großteil konvektiv nach außen zu dem leichteren festen Mantel leitet [96]. Der Mantel ist zwar ein
fester Körper, ist aber auch plastisch, worauf die Bewegung der tektonischen Platten hinweist. Diese
Plastizität ist so groß, dass auch die Entstehung der konvektiven Strömungen im Mantel (sog. Plumes
– siehe Abb. 2.1.1) und somit ein schnellerer Transport der Wärme an die Erdkruste möglich ist [32].
Die Wärme aus dem Erdinneren wird auch über Leitung an die Oberfläche übertragen. Der geothermale
Gradient im Mantel wird auf ungefähr 1 K/km geschätzt [23]. Die von dem Mantel abgegebene Wärme
wird von der Erdkruste, vor allem durch den relativ dünnen ca. 6 km starken Ozeanboden, weiter zur
Erdoberfläche geleitet. Die Kontinentalplatten, mit ihren Dicken von ca. 35–40 km und sogar bis ca. 70
km in Gebirgsregionen, stellen eine zusätzliche Wärmedämmung dar, die ein Hindernis für die Abfuhr
der Mantelwärme bildet [50].
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Tabelle 2.1.1: Temperaturen im Erdinneren nach Literaturangaben.
Quelle und Jahr [50] [11] [32] [102] [23]
der Veröffentlichung 2002 2005 2007 2011 2011
Radius von Temperatur Druck in
Erdmitte in km in oC 106 bar
Mitte 0 6900 6400 ≈3,8 [23]
Innere Kern 5500 ±600 ≈4,0 [112]
Grenze zwischen 960 nach [102]
inneren und 1220 nach [112] 5650 6300 3,3 [11]
äußeren Kern 1271 nach [11] ±600 ±800 3 [23]
1371 nach [23]
Äußere Kern 4800
σ=2400 km
3360 nach [102]
Grenze zwischen 3470 nach [112] 5000 3700 3700 4800 3700 ≈1,4 [11]
Kern und Mantel 3571 nach [11]
Mantel
σ=2885 km
Grenze zwischen
Mantel und Krüste 6245 nach [102] 1300 1300
(Mohorovičić 6330 nach [112]
Diskontinuität)
Krüste
σ=5÷70 km 6371 nach [11, 106]
Oberfläche 6370 nach [112]
Abb. 2.1.1: Graphische Darstellung der Temperaturverteilung im Erdkern und Erdmantel [61].
7Die Wärmeströme, die durch den Ozeanboden und von der Oberfläche der Kontinente abgegeben werden,
sind trotzdem ungefähr gleich [23]. Die von den Kontinenten abgegebene Wärme stammt zum Teil
(ca 75 % nach [112]) von dem Zerfall radioaktiver Elementen in der Erdkruste (vor allem Uran 238U,
235U, Thorium 232Th und Kalium 40K) [23, 112], die bis in die Teufe von ca. 20 km vorkommen sollen
[32]. Es ist hier anzumerken, dass die oben dargestellten Informationen aus den seismischen Messungen
und indirekten Überlegungen abgeleitet wurden. Ihre Exaktheit ist nur so hoch wie das gegenwärtige
Verständnis des Stoffverhaltens unter enormen Drücken und extremen Temperaturen. Direkte Messungen
sind nur in Gruben und durch Bohrungen möglich. Die tiefste Grube in Südafrika hat eine Tiefe von
3,5 km und die tiefsten Bohrungen erreichen Teufen von ca. 12 km [102]. Der aus der Erdwärmeabgabe
resultierende geothermale Gradient in der Erdkruste der Kontinente beträgt ca. 25 K/km, wie aus
Messungen in Gruben bekannt ist [23, 50]. Dieser Wert kann aber lokal stark variieren und Werte
von 100–120 K/km [73, 115, 116] erreichen. Die Mittelwerte für Mitteleuropa liegen zwischen 28 K/km
und 30 K/km [112]. Der Gradient kann auch negative Werte annehmen, was durch Infiltration des
kalten Wassers aus dem Ozean [78] oder durch eine seit der Eiszeit bestehende Abkühlung des Erdreichs
und Permafrost unter der Erdoberfläche [90, 115] verursacht werden kann. Die mittlere geothermale
Wärmeabgabe des Erdreichs wird aufgrund der Messungen auf 0,055 bis 0,065 W/m2 geschätzt, wobei
die maximalen Werte über 0,200 W/m2 erreichen [62]. In Osteuropa sind generell Werte zwischen 0,050
und 0,100 W/m2 zu erwarten ([114, 115] siehe auch Abb. 2.1.2), wobei auch höhere und tiefere Ausreißer
durchaus möglich sind.
Abb. 2.1.2: Graphische Darstellung der geothermalen Wärmeabgabe in Europa [114].
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Diese hängen, genauso wie der geothermale Gradient, von lokalen Einflüssen ab, die wie folgt zu definieren
sind:
· die Stoffeigenschaften des Erdreichs, vor allem die Radioaktivität des Gesteins und die damit
verbundene Wärmeproduktionsrate sowie der Wärmeleitkoeffizient der umgebenden Schichten, die
die Wärmeab- bzw. -zufuhr bestimmen,
· geologische Lage, d. h. vorhandener Vulkanismus oder andere geologische Aktivität, die einen
einfachen Kontakt zu dem heißen Erdmantel zur Folge haben kann,
· die thermische Vorgeschichte der Region, d. h. die mittleren Temperaturen an der Erdoberfläche
in dem untersuchten Gebiet, die sich in der Vergangenheit als Erdtemperatur eingeprägt haben
und als Wärme bzw. Gesteinstemperatur gespeichert wurden.
Die Profile der Temperatur wurden genutzt, um die Änderungen des Erdklimas in den früheren Epochen
zu untersuchen. Ein Einfluss der Vorgeschichte des Klimas auf die Erdreichtemperaturprofile in Tiefen
von wenigen hundert Metern konnte rechnerisch nachempfunden werden [13]. Das bringt die Erkenntnis,
dass die Erdtemperatur in der Tiefe von wenigen hundert Metern relativ stark von der Lufttempera-
tur über dem betrachteten Gebiet abhängt, die sich über längere Zeiträume (Jahrtausende oder einige
Jahrhunderte) darüber eingestellt hat [91]. Die Temperatur der Erdreichoberfläche hängt von der mitt-
leren jährlichen Temperatur der Luft ab [42]. Dies ergibt Sinn, insoweit mehr als 99 % der Energie für
die Erwärmung der Erdoberfläche und der Atmosphäre von der solaren Einstrahlung stammt [11] und
daraus folgend die Menge der von der Sonne eingestrahlten Energie um ca. 5000 Mal größer ist als der
geothermale Wärmestrom aus dem Erdinneren [111]. Somit ist der Energiehaushalt des oberflächen-
nahen Erdreichs von der Sonneneinstrahlung dominiert. Im Laufe der Monate bzw. über ganze Jahre
hinweg bestimmen die Oberflächentemperatur und die mit ihr korrelierende Lufttemperatur als eine
Randbedingung den Wärmeleitprozess unter der Erdoberfläche. Durch die Rückrechnung kann von den
Temperaturprofilen des Erdreichs auf die Oberflächen- und Lufttemperaturen geschlossen werden. Eine
Vorhersage der mittleren Erdreichtemperatur an der Erdoberfläche aufgrund der bekannten klimatischen
Daten ist mit einer gewissen Genauigkeit möglich [92, 93]. Die zuverlässigsten Angaben können natür-
lich durch direkte Messungen in einer vor Ort ausgeführten Bohrung gewonnen werden. Die Temperatur
des oberflächennahen Erdreichs ist entscheidend für die Effizienz und Betriebsweise der Erdsonden und
im Allgemeinen der Erdwärmeübertrager, weil die Mehrheit dieser Anlagen eine Tiefe von 100 Metern
nicht überschreitet. Die Erdreichtemperatur drückt in diesem Bereich den Energiegehalt der Umgebung
aus, d. h. die verfügbare Anergie. Eine lokale Anzapfung dieser Quelle der Energie durch einen Erd-
wärmeübertrager wird relativ schnell durch das Nachströmen der Wärme aus der Umgebung, d. h. aus
dem die Sonde umgebenden Erdreich kompensiert. Dadurch wird klar, dass die geothermale Energie im
allgemeinen Sinne eher eine umgewandelte und gespeicherte solare Energie darstellt. Nur in wenigen
Fällen, wie Anzapfung der Heißwasserquellen, Tiefbohrungen oder Geothermie in einem vulkanischem
Gebiet, wird die tatsächlich aus dem Erdinneren stammende Energie benutzt, deren signifikanter Anteil
wiederum auf die Kernspaltungsprozesse in der Erdkruste zurückzuführen ist. Für die in dieser Arbeit
betrachteten Erdwärmeübertrager sind die obersten 100 Meter der Erdkruste von Bedeutung. Deswegen
werden im Weiteren die Methoden der Bestimmung der Temperatur in diesem Bereich kurz behandelt,
um dann zu der Bauweise der Erdwärmeübertrager zu kommen.
9Temperaturschwankungen des unendlichen Erdreichs Als Grundtemperatur wird meistens die
Formel zur Berechnung der Temperatur in einem Halbraum, der periodischen Schwankungen an der
Mediumsgrenze unterworfen ist (z. B. [109]), benutzt. Die Amplitude der Temperaturschwankungen
wird dann gleich ca. der Jahresamplitude der Außentemperatur, die Periodendauer gleich einem Jahr
und die Anzahl der simulierten Frequenzen gleich k = 1 gewählt (aus [25] S. 81, Kap. 2.12, Gl. 1-3):
tE (τ, z) = tINI +
∞∑
k=1
tAMPLI,k · exp
(
− z·
√
ωk·k√
2·aE
)
· cos
(
k · ωk · τ −∆τshift,k − z ·
√
k·ωk
2·aE
)
tRB (τ) = tINI +
∞∑
k=1
tAMPLI,k · cos (k · ωk · τ −∆τshift,k)
(2.1.1)
Die Temperaturverläufe für einzelne Monate werden in Abbildung 2.1.3 dargestellt. Dabei werden die
beispielhaften Werte der Anfangs- und Maximaltemperatur benutzt:
tINI = 10◦C – Mitteltemperatur
tAMPLI,1 = 23 ·K – Amplitude
ω1 = 1, 99238 · 10−7 · rads = 2·π1 Jahr – Winkelfrequenz
∆τshift,1 = 1, 8396 · 107 · s – Anfang von August, maximale Temperatur
k = 1 – Anzahl überlagerter Amplituden
Die Nutzung mehrerer Amplituden ( k > 1 ) liefert Ergebnisse, die nach [25] keine gute Übereinstim-
mung mit den verfügbaren Daten aufweisen.
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Abb. 2.1.3: Temperaturverläufe für verschiedene Monate unter Annahme des (co)sinusförmigen Verlaufs
der Oberflächentemperatur nach Gleichung 2.1.1.
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Die Einhüllende aller Temperaturverläufe für die gegebenen Randbedingungen und Erdreicheigenschaf-
ten kann nach [51] (S. 109, Gl. 6.93) definiert werden als:
tE (τ, z) = tINI ± tAMPLI,1 · exp
(
− z ·
√
ω1√
2 · aE
)
(2.1.2)
und wird in Abbildung 2.1.4 dargestellt.
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Abb. 2.1.4: Grenzen der Temperaturänderungen für verschiedene Materialien unter Annahme des
(co)sinusförmigen Verlaufs der Oberflächentemperatur nach Gleichung 2.1.2.
Es ist ersichtlich, dass die Temperaturen sich in einem Trichter bewegen, dessen Grenzen wiederum von
den Stoffeigenschaften des Erdreichs abhängig sind. Die Schwankung der Temperatur beweist, dass die
Erdtemperatur nahe der Oberfläche von den Klimaeinflüssen dominiert wird. Mit wachsender Tiefe wird
der Einfluss der mittleren Temperatur des unendlichen Erdreichs (hier angenommen als 10◦C) sichtbarer.
Aus diesem Grund werden die genauen Simulationen der Temperaturschwankungen nahe der Oberfläche
vor allem bei Erdkollektoren oder sehr kurzen Erdsonden unternommen.
Die Annahme über den sinusförmigen Verlauf der Jahrestemperatur ist nur in gewissen Grenzen anwend-
bar. Eine genauere Nachbildung der Temperaturverteilung im Erdreich infolge der Sonneneinstrahlung
und Lufttemperaturvariationen kann durch Superposition der folgenden Lösung (aus [25] S. 81, Kap. 2.9,
Gl. 5-7) gewonnen werden:
tE (τ, z) = q˙λE ·
∞∫
z
erfc
(
z
2·√aE·τ
)
dz
= 2·q˙·
√aE·τ
λE
· ierfc
(
z
2·√aE·τ
)
= 2·q˙λE ·
{√ aE·τ
π · exp
(
−z2
4·aE·τ
)
− z2 · erfc
(
z
2·√aE·τ
)} (2.1.3)
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Sie stellt die Erdtemperatur infolge der Aufprägung eines konstanten Wärmestromes q˙ auf die Oberfläche
eines halb-unendlichen Körpers dar. Diese Ansatzweise bildet den Einfluss der Witterungsbedingungen
auf die obersten Erdreichschichten am genausten ab. Bei längeren Sonden ab ca. 40 Meter Länge ist dieser
Effekt vernachlässigbar klein. Deswegen ist diese Ansatzweise nicht populär und ihre Anwendung konnte
in den Literaturquellen nicht wiedergefunden werden. Sie kann als Analogie zu den in Abschnitt 3.5.3
erklärten g-Funktionen für eine Einwirkung der Lufttemperatur auf die Oberfläche des Erdreichs gesehen
werden. Die untersuchten Modelle haben sich mit einer Annahme der (co)sinusförmigen Temperaturam-
plitude an der Erdoberfläche nach der Formel 2.1.1 zufriedengegeben. Bei kurzen Sonden bis zu einer
Länge von ca. 30 Metern ist dieser Einfluss schon so bedeutend, dass eine genauere Nachbildung mit
Formel 2.1.3 überlegt werden sollte.
Die angeführten Formeln machen deutlich, dass die Temperaturen der ersten Meter unter der Oberfläche
des Erdreichs ziemlich großen Schwankungen unterworfen sind, die von der Außenlufttemperatur und
der Solareinstrahlung abhängig sind. Diese Schwankungen klingen mit der Teufe sehr schnell (exponen-
tiell) ab, sodass die Erdreichtemperatur in den tiefer gelegenen Schichten als quasi-konstant angesehen
werden kann. Die Temperatur- bzw. Solarlastprofile, die auf der Erdoberfläche aufgeprägt werden, be-
stimmen, zusammen mit dem geothermalen Gradient, das Temperaturniveau in dem tiefer liegenden
Erdreich. Dieser Einfluss lässt sich numerisch mit Formel 2.1.3 genau nachbilden. Bei einer gröberen
Betrachtung können die vereinfachten, sinusoidalen Temperaturverläufe und die Gleichungen 2.1.1 und
2.1.2 herangezogen werden.
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2.2 Aufbau der Erdwärmeübertrager
Bezüglich ihres Arbeitsmediums können die Erdwärmeübertrager unterteilt werden in
· Luft-Erdwärmeübertrager
· Wasser- bzw. Sole-Erdwärmeübertrager
Sie werden entsprechend dem Arbeitsmedium zum Betrieb der Lüftungsanlage oder des Wasserheizungs-
bzw. Wasserkühlungssystems benutzt. Bezüglich ihrer Bauart werden die Erdwärmeübertrager unterteilt
in:
· direkte Wärmeübertrager, die einen direkten Kontakt zwischen dem Wärmeträgerfluid und dem
Erdreich herstellen – ein gutes Beispiel dafür sind vergrabene Kiesbette, die mit Luft durchgeblasen
werden oder Grundwasserbrunnen-Systeme, die Wasser aus einem Grundwasserleiter entnehmen
und dann wieder einspeisen, sodass das Gestein in der wasserführenden Schicht wie ein Durchflus-
serhitzer arbeitet,
· indirekte Wärmeübertrager, die das Wärmeträgerfluid mit Rohren bzw. Kanälen nah an das Erd-
reich bringen, wobei die Wärmeübertragung nur über die Wände dieser Rohre bzw. Kanäle erfolgt.
In diese Kategorie fallen auch die Direktverdampfersonden, die das Kältemittel in Sondenrohren
zirkulieren lassen. Dieses verdampft an den Wänden der Sonde oder an dem Sondenfuß und steigt
als Dampf hoch in die Anlage hinein. Das Kältemittel kann in solchen Anlagen gepumpt werden
oder sein Auftrieb nach der Verdampfung kann zu seiner Beförderung genutzt werden.
Der erste Typ des Erdwärmeübertragers kann mit Luft betrieben werden. Dabei ist das Niveau des
Grundwassers zu beachten, das den Wärmeübertrager nicht überfluten darf. Die Ausführungsvariante
in Abbildung 2.2.1 wird vorwiegend in Einfamilienhäusern eingesetzt. Es gibt aber auch einzelne große
Anlagen, die dieses Konzept nutzten (Centrum „Exbud“ Kielce mit 137 000 m3/h in Kielce, Polen). Die
anfänglichen Sorgen über das mögliche mikrobiologische Wachstum in den Wärmeübertragern wurden
nicht bestätigt, sodass die Sterilisationsanlagen über 11 Jahre der Nutzung nicht benutzt werden mussten
[16].
Ein Beispiel für den Betrieb mit Wasser stellt das populäre Grundwasserbrunnen-System dar. Um eine
nachhaltige Versorgung zu sichern, wird das Wasser nicht nur entnommen, sondern auch in das Erdreich
über sog. Schluckbrunnen eingepumpt. Dadurch wird die Wassermenge in der wassertragenden Schicht
bilanziert.
Der zweite Typ des Erdwärmeübertragers stellt die Mehrheit der vorzufindenden Lösungen dar und kann
aufgrund seiner Herstellung weiter unterteilt werden in:
· Bohrungen und
· eingegrabene Anlagen.
Die Bohrungen stellen zylinderförmige Löcher im Erdreich dar, die mithilfe verschiedener Verfahren
erzeugt werden können. Die Bohrungen sind lang im Vergleich zu ihrem Durchmesser und richten sich
von der Erdoberfläche nach unten mit einem Winkel, der in der Mehrheit der Fälle größer als 45◦ ist
und meistens 90◦ beträgt (rechtwinklig zu der Oberfläche). Die Teufe der Bohrung für die Erdsonden
kann zwischen 10–20 Metern und mehreren Kilometern variieren.
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Abb. 2.2.1: Direkter Luft-Erdwärmeübertrager am Beispiel eines Einfamilienhauses. 1. Wandan-
saugöffnung; 2. Lüftungszentrale; 3. Luftklappe; 4. Maximales Niveau des Grundwassers; 5. Kiesbett; 6.
Luftansaugung; 7. Dämmung, z. B. Styropor [16].
Abhängig von der Tiefe der Bohrung unterteilt man die geothermale Sonden in folgende Anlagen [98]:
1. oberflächennahe Geothermie – bei Sonden bzw. Brunnen bis ca. 400 m Tiefe (nach [120]) bzw. bis
400 m Tiefe und 20 ◦C nach [112], die die Wärme aus den sie umgebenden Gesteinen bzw. Erdreich
durch Zirkulation des Grundwassers oder der Sole abziehen und Wärmepumpen zur technischen
Nutzung dieser Wärme benötigen,
2. hydrothermale Systeme – bei Brunnen bzw. Sonden, die tief genug reichen, um ohneWärmepumpen
nutzbare (Heiz-)Wärme im Bereich von ca. 60 bis ca. 130 ◦C zu liefern – normalerweise über 1000
m Tiefe und versenkt in Thermalwasser,
3. „Hot-Dry-Rock“ (bzw. „Hot-Water-Reservoir Systems“, „Hot-Wet-Rock“, „Hot-Fractured-Rock“,
„Deep-Heat-Mining“, „Stimulated-Geothermal-Systems“ oder „Enhanced-Geothermal-Systems“ 1)
– bei Sonden, die Medien in Temperaturen liefern, die für Industrieprozesse bzw. Stromerzeugung
direkt anwendbar sind. Normalerweise sind solche Temperaturen erst bei Sonden mit den Längen
von mehreren (4–7) Kilometern erreichbar.
1Hot-Dry-Rock aus dem Englischen: „heiße trockene Gesteinsschichten“; „Hot-Water-Reservoir“ aus dem Englischen:
„Heißwasserbecken“; „Hot-Wet-Rock“ aus dem Englischen: „heiße feuchte Gesteinsschichten“; „Hot-Fractured-Rock“ aus
dem Englischen: „heiße zerklüftete Gesteinsschichten“; „Deep-Heat-Mining“ aus dem Englischen: „tiefe unterirdische Wär-
megewinnung“; „Stimulated-Geothermal-Systems“ aus dem Englischen: „stimulierte geothermale Systeme“; „Enhanced-
Geothermal-Systems“ aus dem Englischen: „ertüchtigte geothermale Systeme“.
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Die Bohrungen für bodennahe geothermale Sonden erreichen normalerweise mehrere Zehnermeter. In
Deutschland müssen alle Bohrungen bei der unteren Wasserbehörde angemeldet werden, weil sie poten-
ziell die physikalische Beschaffenheit des Grundwassers ändern können (nach § 9 WHG [22]). Deswegen
muss eine Bewilligung oder eine Erlaubnis eingeholt werden (nach § 8 WHG [22]). Für die Bohrungen
mit Teufen von über 100 m muss zusätzlich eine Erlaubnis oder eine Bewilligung bei der Bergbehörde
gewonnen werden (§ 6 und § 127 BBerG [21]). Die Bohrung ist an sich ein leerer Raum, der einen
Zugang zu den tiefer liegenden Erdreichschichten ermöglicht. Um einen Kontakt mit diesen Schichten
herzustellen, lässt man eine oder mehrere Rohrschleifen in die Bohrung ein. So entstehen einfache bzw.
doppelte U-Sonden. Man kann auch ein anderes Rohr in die Bohrung einsenken, das die Zirkulation
des Arbeitsmediums und somit den Wärmeaustausch mit dem Erdreich auf eine andere Art und Weise
ermöglicht. Ein Beispiel dafür ist ein Rohr-in-Rohr-Wärmeübertrager, der nach der Platzierung in der
Bohrung eine koaxiale Sonde darstellt. Da die Rohrschleifen nur im geringen Maß einen direkten Kontakt
mit den Bohrungswänden haben können, ist es ratsam, die Leerräume zwischen den Bohrungswänden
und den Sondenrohren mit einem Material zu füllen, das die Wärme besser als die Luft leiten kann.
Dieses Material nennt man Füllung bzw. Hinterfüllung des Bohrlochs. Es wird in das Bohrloch mit
einem zusätzlichen Rohr in einem flüssigen bzw. fast flüssigen Zustand eingebracht, um alle Räume zu
füllen und Wärme dämmende Luftblasen wegzudrücken. Das Transportrohr für die Hinterfüllung wird
auch Verpressrohr oder Verpressgestänge genannt. Es kann in der Bohrung bleiben oder langsam daraus
herausgezogen werden, während das Bohrloch befüllt bzw. verpresst wird. Die Bohrlochfüllung sollte
nicht nur gute Wärmeleiteigenschaften aufweisen, sondern auch wasserdicht sein, um das Durchströmen
des Grundwassers zwischen den verschiedenen Grundwasserleitern (sog. Hinterrohrströmung) über das
Bohrloch zu unterbinden. Es muss auch unbedenklich für die Hygiene des Wassers und beständig gegen
chemische Beanspruchungen sein, wenn in dem Grundwasser z. B. betonaggressive Stoffe gelöst sind.
Zu diesem Zweck nutzt man eine Mischung von Zement mit Bentonit – einer Art Ton, der im Kontakt
mit Wasser quillt. Andere Beimischungen können auch Ton oder Quarzsand sein, die zusammen mit
Wasser zu einer Suspension gemischt werden. Um die gewünschten Abstände zwischen den flexiblen
Sondenrohren bei ihrem Einbringen in die Bohrung und Verpressen mit der Hinterfüllung zu gewährleis-
ten, verbindet man sie im Abstand von wenigen Metern miteinander mithilfe spezieller Klammern aus
Plastik. Diese Klammern, auch Abstandshalter genannt, bleiben bei der Verpressung des Bohrlochs an
den Rohren. Das Füllungsmaterial muss sich relativ leicht durch die dadurch entstehenden Verengungen
des Querschnitts pumpen und dabei keine Hohlräume entstehen lassen.
Die einfache U-Sonde ist weltweit am stärksten verbreitet. Ihre Herstellungskosten sind geringfügig
niedriger und das von ihr erreichbare Temperaturniveau höher als das der doppelten-U-Sonde. Die Kos-
tensenkung erfolgt durch Verzicht auf die zweite Rohrschleife (Materialkosten). Die höhere Temperatur
gegenüber einer doppelten-U-Sonde folgt aus dem geringeren Massestrom des Arbeitsmediums (bei glei-
cher Geschwindigkeit) und dem höheren spezifischen Wärmeentzug (Energie pro Kilogramm der Sole).
Der absoluter Wärmeentzug einer einfachen U-Sonde ist geringer als bei einer doppelten U-Sonde was in
höheren Temperaturen des umgebenden Erdreichs resultiert. Die doppelte-U-Sonde wird im europäischen
Raum wegen des größeren Wärmeentzuges, den sie potenziell bieten kann, vorgezogen.
Die Bohrungen stellen eine aufwändige und relativ kostenintensive Lösung dar. Das trieb die Entwick-
lung der kostengünstigeren Alternativen zur Erdwärmenutzung voran. Es wurde versucht, das Bohren
überflüssig zu machen, indem die Ausgrabungen, die bei Neubau erforderlich sind, zur Anzapfung der
Erdwärme genutzt wurden.
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Abb. 2.2.2: Typen der vertikalen Erdreichsonden und ihre Bauweise. Erdkorb (links), koaxiale Sonde
(Mitte unten), einfache U-Sonde (Mitte oben) und doppelte U-Sonde (rechts).
Die Rohrregister werden in solchem Fall entweder in die tragende Konstruktion des Gebäudes als sog.
Energiepfähle integriert oder unter der Bodenplatte untergebracht. Die Aufschlüsse können auch gezielt
vergrößert werden, um einen Raum zu schaffen, in dem die Rohre flach verlegt und dann mit Erdreich
zugedeckt werden. Die Ausgrabung kann rund um das Gebäude oder in einer gewissen Entfernung
davon ausgeführt werden. Die verlegten Rohre können in einer, bei Luftanlagen beliebten Tichelmann-
Schaltung oder in einer bei Sole bzw. Wassersystemen vorgezogenen langen Schleife verlegt werden. Die
Mehrheit dieser Erdwärmeübertrager wird flach verlegt, was deutlich mehr Platz als bei Erdsonden in
Anspruch nimmt. Solche flach verlegten Erdwärmeübertrager werden Erdkollektoren genannt. Durch
die relativ geringe Tiefe, in der sie verlegt werden, kommen sie in Kontakt mit den Erdschichten, deren
Temperaturen ungefähr der mittleren Jahrestemperatur der Außenluft entsprechen.
In innerstädtischen Lokalisationen sind die Erdkollektoren aufgrund des Platzmangels nur beschränkt
anwendbar. Die Hersteller antworteten auf dieses Problem mit der Entwicklung des sog. Erdkorbes bzw.
des Spiralkollektors. Es ist ein korbähnliches Geflecht aus langen Schläuchen (siehe Abb. 2.2.2 links),
normalerweise in Form einer Spirale, wodurch das Unterbringen von einer großen Wärmeübertragungs-
fläche in geringen Tiefen möglich ist. Das Loch für den Wärmeübertrager kann in einen solchen Fall
mit einem Bagger hergestellt und die Herstellungskosten im Vergleich zu den aufwändigen Bohrungen
gesenkt werden. Der Korbdurchmesser und seine Tiefe können jeweils wenige Meter betragen, was den
Platzbedarf des Erdwärmeübertragers senkt. Natürlich wirkt sich die räumliche Kompaktheit des Erd-
korbes auf seine langfristige Leistungsfähigkeit aus, was durch die Anzahl der Erdkörbe kompensiert
werden muss.
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2.3 Betriebsverhalten von Erdwärmesonden
Erdsonden können in vielen Variationen zur Konditionierung des Gebäudes eingesetzt werden. Die ein-
fachste Anlage nutzt die Erdwärmübertrager zur direkten Temperierung der Räume, indem die Sole
durch die Rohre bzw. Kanäle des Erdwärmeübertragers zirkuliert und dann in die konditionierten Räu-
me geleitet wird. Diese Anwendung ist prinzipiell auch für Heizzwecke möglich, wenn die Solltempera-
turen niedrig sind, z. B. bei einer Grundtemperierung von Kirchen oder anderen Nicht-Wohngebäuden.
Die direkte Führung des Kühlmediums durch das Erdreich und die zu konditionierenden Räume er-
spart die Investitionskosten in die Wärmeübertrager und nutzt den Temperaturunterschied zwischen
dem Erdreich und dem Raum besser aus. Dieser Systemaufbau tritt selten auf, weil das Heizpotenzi-
al gering und die Auslegung kompliziert sind. In der Regel wird die Nutzung einer Wärmepumpe zur
Anhebung bzw. zur Senkung des Temperaturniveaus notwendig, da die Erdreichtemperatur deutlich
unter der Temperatur des menschlichen Komforts und damit unter der in den meisten Anwendungen
zu erzeugenden Temperatur liegt. Die Anbindung der Erdwärmesonde an die Wärmepumpe erfolgt ent-
weder über den Verdampfer der Wärmepumpe im Heizfall oder über den Kondensator im Kühlfall. Die
Wärmepumpe versorgt wiederum die konditionierten Räume über eine mehr oder weniger komplizier-
te Anlage. Die Erdwärmeübertrager werden also als Wärmequellen mit niedrigerem Exergieniveau für
Heizzwecke und Kältequellen mit niedriger Exergie für Kühlzwecke bei der Anwendung des Wärmepum-
pensystems benutzt. Bei der Nutzung von in der Prozessführung umkehrbaren Wärmepumpen (, die oft
umgangssprachlich aber inkorrekt als reversible Wärmepumpen bezeichnet werden,) kann der gleiche
Erdwärmeübertrager für die beiden Zwecke verwendet werden.
Im Folgenden werden die Parameter einer Wärmepumpenanlage mit einer Erdreichsonde am Beispiel ei-
nes Einfamilienhauses rechnerisch simuliert und diskutiert. Das simulierte Einfamilienhaus (siehe Abb. 2.3.1)
ist mit einer Fußbodenheizung und einer Anlage nach dem Schaltschema aus Abb. 2.3.2 ausgestattet.
Die Größe des Warmwasserspeichers beträgt 500 l und die Länge der eingesetzten Sonde 100 m. Die
Eigenschaften des Gebäudes und des Erdreichs werden in Tabelle 2.3.1 zusammengefasst.
Tabelle 2.3.1: Daten des vorgestellten Wärmepumpen-Heizungssystems
Beschreibung Name Wert Einheit
HAUS
Spezifischer Wärmebedarf qspez,EFH 50 kWhm2·a
Nutzfläche ANutz 120 m2
Luftwechsel n 0,5 1h
WÄRMEPUMPENSYSTEM
Nennleistung Q˙WP 11 kW
Speichervolumen VSpeicher 200 dm3
SONDE
aktive Sondenlänge Hm −H0 100 m
Wärmeleitfähigkeit des Erdreichs λE 2,00 Wm·K
Temperaturleitkoeffizient des Erdreichs aE 1,0·10−6 m2s
Es sind auf dem Markt auch Wärmepumpen mit Inverter bzw. Spannungsumformer zu sehen, die eine
feinere, stufenweise oder gleitende Regelung des Kompressors und damit der Wärmepumpe erlauben.
Bei Einfamilienhäusen wird weiterhin eine Ein-Aus-Regelung der Pumpe aus Kostengründen und der
Einfachheit halber bevorzugt.
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Abb. 2.3.1: Das simulierte Einfamilienhaus nach [107].
Abb. 2.3.2: Hydraulisches Schema des Heizungssystems im untersuchten Einfamilienhaus nach [107].
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Es ist auch zu bemerken, dass der intermittierende Betrieb der Erdsonde mehr Energie aus dem Erdreich
gewinnen lässt, als es bei einem kontinuierlich arbeitenden System der Fall ist. Der Fall einer intermit-
tierenden Betriebsweise wird auch hier untersucht. Die elektrische Kompressor-Wärmepumpe braucht
elektrischen Strom für ihren Betrieb. Dieser wird üblicherweise aus dem Netz bezogen. Um Netzüber-
lastungen vorzubeugen, legen ihre Betreiber bestimmte sog. Sperrzeiten fest, in denen der Bezug der
Elektroenergie für den Betrieb von Wärmepumpen untersagt wird. Tabelle 2.3.2 zeigt beispielhaft die
Sperrzeiten für die Fa. DREWAG für das Jahr 2015.
Tabelle 2.3.2: Sperrzeiten für Standardlastprofilkunden (Kleinkunden) bei Fa. DREWAG AG [4].
Unterbrechungszeiten = Sperrzeiten
07:30 bis 08:30 Uhr
Montag bis Freitag 11:30 bis 12:30 Uhr
17:30 bis 18:30 Uhr
Samstag, Sonn- und unterbrechungsfrei
gesetzliche Feiertage
Bedingt durch die Sperrzeiten bzw. die einfache Regelung des Kompressors nutzt man standardmäßig
einen Warmwasserspeicher an der Kondensatorseite der Wärmepumpe, um die Anzahl der Schaltspiele
der Wärmepumpe zu reduzieren. Der Speicher kann am günstigsten parallel eingebaut werden (siehe
Abb. 2.3.2), obwohl der serielle Einbau auch vorgefunden wird.
Die Anzahl und Dauer der Schaltspiele bestimmt den Wärmeentzug der Sonde aus dem Erdreich. Dieser
hängt also von der benötigten Heizleistung, den Witterungsbedingungen, der Gebäudegeometrie, dem
Dämmstandard des Gebäudes und der eventuellen Über- bzw. Unterdimensionierung der Heizungsan-
lage ab. Abbildung 2.3.3 zeigt beispielhaft das numerisch simulierte Takten der Solepumpe und den
Wärmeabzug aus der Sonde, bilanziert auf der Fluidseite mit der Gleichung:
Q˙Ent,S = m˙ · cp,S · (tS,AUSTRITT − tS,EINTRITT)
und an der Grenze zwischen Sole und Sondenrohrwand mit der Gleichung:
Q˙Ent,R = α ·A · (tR − tS)
Es ist erkennbar, wie die bisher in der Sonde ruhende erwärmte Sole aus der Sonde ausgepumpt wird und
einen Anstieg in dem Wärmeentzug der Sonde Q˙Ent,S bewirkt. Zuerst beobachtet man einen Anstieg des
Wärmeentzugs, wenn die wärmere Sole aus der größeren Tiefe ausgepumpt wird und dann seine Absen-
kung, wenn die in der Wärmepumpe abgekühlte und bei dem Durchgang durch die Sonde noch nicht so
stark erwärmte Sole wieder aus der Sonde herauskommt. Der Wärmeübergang über die Grenze zwischen
den Sondenwänden und Sole q˙Ent,R steigt sofort nach dem Anfang des Pumpenvorgangs an, weil das
Einpumpen der kalten Sole die mittlere Soletemperatur in der Sonde absenkt. Der Wärmestromanstieg
hört erst nach dem Pumpenstopp auf und ist gefolgt von einem Wärmestromabfall infolge der langsamen
Erwärmung der ruhenden Sole in der Sonde.
Abbildung 2.3.4 zeigt die Verteilung der Häufigkeiten, mit der die Arbeitszyklen bestimmter Dauer
auftreten, für die unterschiedlichen Gebäudedämmstandards bei einem 200 Liter Pufferspeicher. Die
Witterungsbedingungen und Geometrie des Gebäudes sind in allen Fällen gleich. Es ist ersichtlich, dass
die Dauer der Schaltzyklen in Heizungssystem mit einem 200-Liter-Speicher für alle Dämmstandards in
90 % der Zeit unter einer Stunde liegt. Für die besser gedämmten Gebäude ist sie sogar kürzer als eine
halbe Stunde. Der Arbeitszyklus ist dabei definiert als der Zeitraum in dem Wärmepumpe kontinuierlich
arbeitet.
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Abb. 2.3.3: Solemassestrom (unten) und Wärmeentzug aus der Sonde (oben) abhängig von der Zeit und
den Bilanzgrenzen.
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Abb. 2.3.4: Summenhäufigkeit der Dauer des Arbeitszyklus einer Sonde bei den unterschiedlichen Dämm-
standards von Gebäuden bei einem 200-Liter-Pufferspeicher.
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Abb. 2.3.5: Summenhäufigkeit der Dauer des Arbeitszyklus einer Sonde bei den unterschiedlichen Größen
des Pufferspeichers bei einem Gebäudedämmstandard EnEV02.
Die Schaltzyklendauer wird natürlich anders ausfallen, wenn der Warmwasserspeicher größer oder kleiner
dimensioniert wird. Abbildung 2.3.5 zeigt die Verteilung der Häufigkeiten, für die unterschiedlichen Grö-
ßen des parallel angeordneten Pufferspeichers bei einer Gebäudedämmung nach EnEV 2002. Bei einem
nach EnEV 2002 gedämmten Gebäude überschreitet die Dauer der Schaltzyklen auch bei einem großen
800 Liter Speicher nur selten 2 Stunden. Der Verlauf der Lasten, die von einer Sonde zu tragen sind,
für einen Dämmstandard des Gebäudes nach EnEV 2002 [20] im Heizungssystem mit einem 200 Liter
Pufferspeicher, wurde als Eingangsdaten für die in den weiteren Teilen der Arbeit dargestellten Beispiel-
berechnungen herangezogen. Es ist deswegen empfehlenswert, ihre Verteilung genauer zu betrachten.
Zuerst werden die zeitliche Auflösung und dann die Verteilung des Wärmeabzuges in unterschiedlichen
Sondenschichten (vertikal) sowie in nach unten und nach oben führenden Strängen (horizontal) analy-
siert.
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Die zeitliche Auflösung
Die simulierte zeitliche Verteilung der Wärmeentzüge aus einer Erdwärmesonde wird in Abb. 2.3.6 dar-
gestellt. Diese macht deutlich, dass bei einem nicht modulierten Betrieb einer Wärmepumpe sichtbare
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Abb. 2.3.6: Mit dem numerischen Modell berechneter Wärmeentzug aus einer Erdsonde und seine zeit-
liche Mittelung über Stunden, Tage und Wochen.
Unterschiede zwischen den maximalen Wärmeentzügen aus dem Erdreich entstehen werden, auch wenn
die gesamte der Sonde entzogene Wärme gleich bleiben wird. Die dargestellten Größen beziehen sich auf
den mittleren längenbezogenen Wärmeentzug einer Erdsonde, der eine Angabegröße in den populärsten
Modellen von Eskilson und Kelvin darstellt.
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Die vertikale Auflösung
Das numerische Modell erlaubt es, die Verteilung des Wärmeentzuges in unterschiedlichen Sondenschich-
ten (vertikal) oder in nach unten und nach oben führenden Strängen (horizontal) zu analysieren. Die
vertikale Verteilung des Wärmeentzuges aus der Sonde wird in Abb. 2.3.8 und 2.3.7 dargestellt.
Abbildung 2.3.8 stellt den Wärmeentzug aus den oberen (oberflächennahen) und unteren (tieferen)
Schichten der Erdsonde einander gegenüber. Wenn die Umwälzpumpe läuft, ist der Wärmeentzug in den
oberen Schichten des homogenen Gesteins am größten, weil sie in Kontakt mit der kältesten, aus dem
Verdampfer der Wärmepumpe kommenden Sole kommen. In der Ruhephase gewinnt der Wärmeentzug
in den unteren Schichten der Sonde die Oberhand. Wenn die Schichten einzeln für sich bilanziert wer-
den, ergeben sich keine dramatischen Unterschiede zwischen ihnen (Abb. 2.3.7 oben). Immerhin ist eine
zeitliche Variation zu beobachten, obwohl die Stoffeigenschaften aller simulierten Schichten in diesem
Fall gleich waren und kein geothermaler Gradient vorlag.
Bei Modellierung eines geschichteten Erdreichs mit geothermalem Gradienten sind schon deutliche Un-
terschiede zu erwarten (siehe Abb. 2.3.8 unten). Vor allem durch die Einwirkung des geothermalen Gra-
dienten ergeben sich sichtbar größere Wärmeströme in den unteren Schichten der Sonde. Der Einfluss
der unterschiedlichen Stoffeigenschaften einzelner Schichten ist deutlich geringer aber klar erkennbar im
Vergleich zu einem homogenen Erdreich.
Aus der Temperaturverteilung (Abb. 2.3.7) geht klar hervor, dass sogar in dem stark homogenisierten
Fall die Unterschiede zwischen den Wärmeentzügen der nach oben und nach unten führenden Rohre in
den oberen Schichten sehr stark ausgebildet sind und erst mit der Teufe der Sonde fallen. Das motiviert
zu einer genaueren Betrachtung der radialen Temperaturverteilung und der Unterschiede der Wärme-
entzüge aus den einzelnen Strängen, auch unter Berücksichtigung der vertikalen Unterteilung der Sonde
in Segmente bzw. des Erdreichs in Schichten.
Abb. 2.3.7: Mit dem numerischen Modell (siehe Modelle im Kapitel 3 und Schema in Abb. 3.0.1) berech-
nete Temperaturverteilung in den drei Erdreichschichten einer 100 m langen Erdsonde im homogenen
Erdreich mit einheitlicher Temperatur, die in drei Segmente unterteilt wurde.
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Abb. 2.3.8: Mit dem numerischen Modell berechneter Wärmeentzug aus den oberen und unteren Schich-
ten einer 100 m langen Erdsonde, die in zehn Segmente unterteilt wurde in homogenen Erdreich mit
einheitlicher Temperatur (oben) und geschichtetem Erdreich mit einem aufgeprägten geothermalen Gra-
dient (unten).
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Die radiale Auflösung
Die radiale Verteilung der Temperaturen wurde in Abb. 2.3.9 dargestellt. Die Berechnung wurde für zwei
unterschiedlich große Berechnungsgitter durchgeführt, wobei die Zeitperiode, in der die äußeren Rand-
bedingungen (am Rand des Berechnungsgebiets) aktualisiert wurden, eine Stunde betrug. Es macht
deutlich, dass die Auffrischungsfrequenz der äußeren Randbedingung mit der Größe des berechneten
Gebiets abgestimmt werden muss. Bei der Simulation, die auf die Hinterfüllung beschränkt ist, ist der
Einfluss der Randtemperatur auf die gesamte Temperaturverteilung deutlich zu erkennen. Dabei wird
das populärste Modell von Eskilson auf diesem Radius und bei diesen Stoffeigenschaften der Theorie
nach erst nach ca. 4,2 h gültig (siehe Tabelle 3.5.1 in Abschnitt 3.5.5). Der Vergleich mit den verfügbaren
Messdaten deutet auf noch längere Zeiträume hin (siehe Abschnitt 3.5.4), was die Schwierigkeit, die in
der Wahl eines geeigneten Verfahrens liegt, zeigt. Die Wahl eines größeren Berechnungsgebiets erlaubt
eine Neuberechnung der Randbedingungen in größeren Zeitabständen, wird aber mit einem viel größeren
Berechnungsgitter erkauft.
Ein anderer Aspekt, der hier zum Vorschein kommt, ist die radiale Verteilung der Temperatur, die von
der in den meisten Modellen angenommenen radialsymmetrischen Verteilung weit entfernt ist. Die mitt-
lere Temperatur der Bohrlochwand wird sich tatsächlich kaum geändert haben, wenn eine merkbare
Temperaturabsenkung rund um den nach unten führenden Solestrang schon gut sichtbar und ausgebil-
det ist. Dies macht deutlich, wie grob diese Annahme ist, die in vielen Modellen benutzt wird.
Fazit
Die numerischen Modelle, die in dem folgenden Kapitel detailliert dargestellt werden, geben eine vertiefte
Einsicht in die Arbeitsweise einer Erdwärmesonde. Die Erdsonde wird intermittierend, impulsartig be-
trieben, was auch einen Einfluss auf ihre Arbeitsweise und das Verhalten des sie umgebenden Erdreichs
hat. Diese Betriebsweise resultiert in Entzügen mit hohen thermischen Leistungen, die aber zeitlich be-
schränkt bleiben. Die Modelle zeigen die Verteilung der Wärmeentzüge in den Rohren der Sonde und
die daraus resultierende variierende Temperaturverteilung in den einzelnen Segmenten der Sonde. Dabei
ist in dem oberen Teil der Sonde mit einer asymmetrischen Verteilung der Temperatur im Erdreich zu
rechnen, die sich mit der steigenden Teufe immer stärker ausgleichen wird. Wenn der Temperaturgra-
dient im Erdreich nicht berücksichtigt wird, sind die Wärmeentzüge aus den unten und oben liegenden
Schichten fast gleich. Berücksichtigung des geothermalen Temperaturgradients macht die mit der Teufe
wachsenden Wärmeentzüge aus der Sonde sichtbar. Bei der Betrachtung des Erdreichs, das aus mehre-
ren Schichten mit unterschiedlichen Stoffeigenschaften besteht, kommen diese Unterschiede noch stärker
zum Vorschein. Damit wird gezeigt, dass die in der Modellierung anzutreffenden Annahmen der entlang
Sondentiefe gleichmäßigen Wärmeentzuges aus einer Sonde und der radial homogenen Temperatur rund
um eine Sonde fehlerbehaftet sind.
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Abb. 2.3.9: Die horizontale Temperaturverteilung in einer Bohrlochsonde und in dem umgebenden Erd-
reich in der Zeit.
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2.4 Auslegung der Sonden
Die Methoden zur Auslegung der Erdwärmesonden weisen sehr unterschiedliche Kompliziertheit und
Präzision auf. Diese Merkmale hängen von den Modellen ab, an die diese Verfahren angelehnt sind. Hier
wird zwischen groben, einfachen, mäßig komplizierten und feinen Methoden unterschieden. Die groben
Methoden nutzen die energetische Bilanzierung und stark vereinfachende Annahmen, um die erste Ab-
schätzung der nötigen Sondenlänge machen zu können. Die immer komplizierter werdenden Modelle
erzwingen die Nutzung der Rechentechnik, zuerst zur Bestimmung der charakteristischen Kurven der
Sonden und Sondenfelder und später zur Prognose der Temperaturen und Wärmeabgaben der Sondenan-
lagen unter den gegebenen, komplexen Randbedingungen. Im Folgenden werden die zwei bekanntesten,
groben Auslegungsmethoden detailliert vorgestellt und eine Zusammenstellung der feineren, komplexen
Berechnungs- und Auslegungsprogramme aufgelistet.
2.4.1 Methoden der groben Vorhersage
Die Methoden der groben Vorhersage erlauben eine schnelle Handberechnung der nötigen Sondenlänge
und weisen aus diesem Grund nur eine beschränkte Genauigkeit auf. Im Folgenden werden die Verfahren:
1. nach VDI 46040,
2. von Koenigsdorff,
3. von ASHRAE,
kurz beschrieben.
2.4.1.1 Auslegung nach Tabellen
Die Richtlinie VDI 4640 Blatt 2 erlaubt bei kleinen Anlagen mit einer Heizleistung bis 30 kW eine
vereinfachte Auslegung der Sondenlänge mit der Formel:
LEWS =
PENT
nEWS · PEWS
wobei:
LEWS – (mittlere) Länge einer Erdwärmesonde, in m
nEWS – Anzahl Erdwärmesonden,
PENT – Wärmepumpenverdampferleistung, in W
PEWS – spezifische Erdwärmesondenleistung, in Wm .
Die spezifische Erdwärmesondenleistung wird in dieser Richtlinie in Abhängigkeit von der Anzahl der
Jahresvolllaststunden in h/a, Wärmeleitfähigkeit des Erdreichs in Wm·K , Anzahl der Sonden (1 bis 5)
und vorgesehener Temperatur der Sole am Austritt aus der Wärmepumpe in Tabellen angegeben (siehe
[117]).
2.4.1 METHODEN DER GROBEN VORHERSAGE 27
2.4.1.2 Der Algorithmus von Koenigsdorff
Der Algorithmus von Koenigsdorff [77] erlaubt die Berechnung der mittleren Bohrlochtemperatur tb als
Summe der Einflüsse in verschiedenen Zeitskalen:
tb = t∞ +∆tb
mit
∆tb = ∆tb,0 +∆tb,p +∆tb,LS
1. Dabei ist ∆tb,0 der Temperaturabfall infolge des langfristigen Wärmeentzugs (d. h. nach einer
unendlichen Zeit), der berechnet werden kann als:
∆tb,0 = R0 · q˙0
R0 ist der stationäre Widerstand, der sich aus den Eskilsonschen g-Funktionen nach Gl. 3.5.23
oder nach Koenigsdorff [77] aus den Tabellen bestimmen lässt. Bei der Verwendung der Tabellen
muss eine Umrechnungsformel für den stationären Tabellenwert benutzt werden:
R0 = gfTabelle − 12 · π · λE · ln
(
rb
0, 0005 · (Hm −H0)
)
Q˙a ist Jahres-Energieentzug der Sonde in kWha , d. h. die im Laufe des gesamten Jahres von der
Sonde abgegebene Energie. q˙0 ist die längenbezogene Jahresgrundlast, die sich in die mittlere
jährliche Wärmeleistung der Sonde
q˙0 =
1000 · WkW · Q˙a
8760 · ha · (Hm −H0)
2. ∆tb,p ist der Temperaturabfall infolge Belastung der Sonde mit einem periodischen Wärmeentzug
mit der Amplitude von q˙per in Wm und Periodendauer von einem Jahr ∆τper = 8760
h
a · 3600 sh
= 31 536 000 sa , der wie folgt berechnet werden kann
∆tb,p = Rper · q˙per
Rper ist der periodische Widerstand, der nach Eskilson [39] aus der folgenden Formel bestimmt
werden kann:
Rper =
1
2 · π · λE ·
√[ln(√2 · aE ·∆τper
π · r2b
)
− γ
]2
+ π
2
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und qper ist die über die Jahres-Grundlast hinausgehende resultierende periodische spezifische
Sondenbelastung, die von der maximalen in einem Monat der Sonde zu- bzw. abgeführten Energie
Q˙Monat,MAX in kWhMonat abhängt:
q˙per =
Q˙Monat,MAX · 1000 · WkW
730 · hMonat · (Hm −H0)
− q˙0
3. ∆tb,LS ist der Temperaturabfall an der Bohrlochwand infolge der Lastspitzen, die über einen
maximalen Zeitraum von ∆τLS = 6 · h · 3600 · sh = 21 600 s anliegen, der aus der folgenden Formel
berechnet werden kann:
∆tb,LS = RLS · q˙LS
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RLS ist der charakteristische Bohrlochwiderstand, der durch die folgende Formel ausgedrückt wer-
den kann (eine Näherung der g-Funktion nach Kelvin, vgl. mit Gl. 3.5.15 und 3.5.16):
RLS =
1
2 · π · λE ·
[
ln
(√
4 · aE ·∆τS
rb
)
− γ2
]
Die Spitzenlast q˙LS wird bei einem taktierenden Betrieb der Wärmepumpe angenommen und ist
deswegen gleich dem Unterschied zwischen dem Wärmeentzug aus dem Erdreich bei der Nennleis-
tung der Wärmepumpe Q˙Nenn in kW und der Summe der Grund- und Spitzenlasten:
q˙LS =
Q˙Nenn · 1000 · WkW
Hm −H0 − [q˙per + q˙0]
Die maximalen (im Kühlfall) und minimalen (im Heizfall) Fluidtemperaturen lassen sich analog bestim-
men als:
tS,EXT = t∞ + (∆tS,0 +∆tS,per +∆tS,LS)
wenn man den charakteristischen Bohrlochwiderstand Rb kennt, dessen Bestimmung ausführlich in Ab-
schnitt 3.3.2 diskutiert wird.
∆tS,0 = q˙0 ·
(
R0 +Rb
)
∆tS,per = q˙per ·
(
Rper +Rb
)
und
∆tS,LS = q˙LS ·
(
RLS +Rb
)
Mit diesen Formeln ist auch eine Rückrechnung der von manchen Programmen wie z. B. EED ausgege-
benen Extremtemperaturen auf die Bohrlochwandtemperaturen mit:
tb = tS,EXT +Rb · (q˙0 + q˙per + q˙LS) = tS,EXT +Rb · Q˙NennHm −H0
möglich.
Dieses Verfahren konvergiert zu den Ergebnissen des Programmes Earth Energy Designer [40].
Die mindestens erforderliche gesamte Sondenlänge lässt sich ermitteln als:
LEWS = 1000
W
kW ·
Q˙a
8760· ha
· R0 +
[
Q˙Monat,MAX
730· hMonat
− Q˙a8760· ha
]
· Rper +
[
Q˙Nenn − Q˙Monat,MAX730· hMonat −
Q˙a
8760· ha
]
· RLS
∆tb,0
= 1000 WkW ·
Q˙a
8760· ha
· [R0 − Rper − RLS]+ Q˙Monat,MAX730· hMonat · [Rper − RLS]+ Q˙Nenn · RLS
∆tb,0
Dabei ist die Summe der Temperaturänderungen des Bohrlochs: ∆tb,0 in dem gewünschten Bereich
anzunehmen.
Bei der Wahl dieses Wertes wird üblicherweise darauf geachtet, kein Zufrieren des Bodens rund um die
Sonde zuzulassen. Wenn die Nicht-Unterschreitung einer gewissen Soletemperatur zum Auslegungskri-
terium werden soll, empfiehlt Koenigsdorff die folgende Auslegungsformel:
LEWS = 1000
W
kW ·
Q˙a
8760· ha
· [R0 − Rper − RLS]+ Q˙Monat,MAX730· hMonat · [Rper − RLS]+ Q˙Nenn · (RLS +Rb)
∆tS,0 +∆tS,per +∆tS,LS
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2.4.1.3 Das Verfahren von ASHRAE
Das Verfahren nach ASHRAE gibt die Mindestlänge einer Sonde im reinen Heizfall als:
LEWS =
q˙a · Rga + q˙evap ·
[
Rb + PLFm · Rgm + Fsc · Rgst
]
t∞ − tS,IN+tS,OUT2 +∆tp
dabei sind:
q˙evap – Wärmeleistung des Verdampfers der Wärmepumpe in W
q˙a – mittlerer jährlicher Wärmeentzug in W
t∞ – Temperatur des ungestörten Erdreichs in oC
∆tp – Langzeitänderung der Erdreichtemperatur infolge der nicht bilanzierten
Wärmezufuhr ins Erdreich in K
tS,IN – Eintrittstemperatur der Sole in das Bohrloch in oC
tS,OUT – Austrittstemperatur der Sole aus dem Bohrloch in oC
Rga – effektiver thermischer Widerstand des Erdreichs bei einem Wärmeimpuls,
der über ein Jahr einwirkt (entspricht R0 bei Koenigsdorff) in m·KW
Rgm – effektiver thermischer Widerstand des Erdreichs bei einem Wärmeimpuls,
der über einen Monat einwirkt (entspricht Rper bei Koenigsdorff) in m·KW
Rgst – effektiver thermischer Widerstand des Erdreichs bei einem Wärmeimpuls,
der über einige Stunden einwirkt (entspricht RLS bei Koenigsdorff) in m·KW
Rb – effektiver thermischer Widerstand des Bohrlochs in m·KW ,
ausführlich beschrieben im Abschnitt 3.3.2, entspricht Rb bei Koenigsdorff
PLFm – monatlicher Teillastkoeffizient im m-ten Monat (part load factor)
Fsc – der Koeffizient, der den thermischen Kurzschluss zwischen den Strängen
mit der nach unten und nach ober fliessenden Sole berücksichtigt.
Die Ein- und Austritttemperaturen der Sole tS,IN und tS,OUT bzw. die mittlere Soletemperatur
tS,AVG = tS,IN+tS,OUT2 müssen vorliegen. In der Praxis legt man im Heizfall die minimalen akzeptablen
Werte dieser Temperaturen fest und legt für sie die Erdwärmesonden aus. Je höher sie im Heizfall gewählt
werden, desto länger wird die minimale Sondenlänge LEWS ausfallen.
Der mittlere jährliche Wärmeentzug q˙a wird präziser definiert als Funktion der Wärmeleistung des Kon-
densators (im Kühlfall) und des Verdampfers der Wärmepumpe (im Heizfall), sodass auch der Betrieb
der reversiblen Wärmepumpen abgebildet werden kann:
q˙a =
q˙cond · EFLHc + q˙evap · EFLHh
8760
mit:
q˙cond – Wärmeleistung des Kondensators der Wärmepumpe in W
q˙evap – Wärmeleistung des Verdampfers der Wärmepumpe in W
EFLHc – Anzahl der Jahresarbeitsstunden im Kühlmodus in ha
EFLHh – Anzahl der Jahresarbeitsstunden im Heizmodus in ha
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Die Leistungen des Kondensators und Verdampfers können von der jeweiligen Kühl- und Heizleistung
des Wärmepumpensystems, die an der Gebäudeseite anfällt, berechnet werden als:
q˙evap = q˙Heiz · COPh − 1COPh
q˙cond = q˙Ku¨hl · COPc + 1COPc
wobei:
q˙Heiz – Heizleistung des Wärmepumpensystems im Heizfall in W
q˙Ku¨hl – Kühlleistung des Wärmepumpensystems im Kühlfall in W
COPc – Effizienz des Wärmepumpensystems im Kühlmodus = q˙Ka¨lteq˙Elektrisch
COPh – Effizienz des Wärmepumpensystems im Heizmodus = q˙Heizungq˙Elektrisch
Die Lasten werden, ähnlich wie bei der Methode von Koenigsdorff, in drei Zeitskalen betachtet:
1. ein Wärmeimpuls q˙a, der über eine Zeitdauer von 10 Jahren (3650 Tage) anfällt,
2. ein Wärmeimpuls q˙m, der über eine Zeitdauer von einem Monat (30 Tage) anfällt,
3. ein Wärmeimpuls q˙d, der über eine Zeitdauer von 4 Stunden anfällt.
Basierend auf diesen Zeitperioden werden die drei Zeitperioden von
τ1 = 3650 Tage
τ2 = 3650 + 30 = 3680 Tage
τf = 3650 + 30 +
1
6 = 3680, 167 Tage
festgelegt, für die aufgrund der Erdreicheigenschaften die Fourier-Zahlen berechnet werden:
Fof =
aE · τf
r2b
Fo1 =
aE · (τf − τ1)
r2b
Fo2 =
aE · (τf − τ2)
r2b
Für diese Fourier-Zahlen werden die Werte der g-Funktion, nach Carslaw und Jaeger (siehe Gl.3.5.32 im
Abschnitt 3.5.5), bestimmt, die bei [76] als Ingersoll et al. [71] zitiert werden:
Gf = gC&J (Fof)
G1 = gC&J (Fo1)
G2 = gC&J (Fo3)
Erst aus diesen Werten können die charakteristischen Widerstände Rga, Rgm und Rgst ermittelt werden:
Rga =
Gf −G1
λE
Rgm =
G1 −G2
λE
Rgst =
G2
λE
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Der Koeffizient Fsc, der den thermischen Kurzschluss zwischen den Strängen mit der nach unten und
nach oben fliessenden Sole berücksichtigt, wird basierend auf den Studien von Kavanaugh [75] für einen
üblichen Sondenaufbau zwischen 1,04 und 1,06 angenommen.
Der Koeffizient PLFm wird als maximaler Teillastkoeffizient im Jahr angenommen.
Die Langzeitänderung der Erdreichstemperatur infolge der nicht bilanzierten Wärmezufuhr ins Erdreich
∆tp berücksichtigt auch die Anzahl und die Konfiguration der Sonden in einem Sondenfeld. Sie muss
zuerst angenommen und dann ausiteriert werden, da sie die Gesamtlänge der Sonden LEWS beeinflusst
und gleichzeitig von ihr beeinflusst wird. ∆tp wird berechnet als:
∆tp =
ninternal + 0, 75 · nseitlich + 0, 5 · nEcken + 0, 5 · nLinMitte + 0, 25 · nLinEnde
nSonden · CfH · tp,1
mit:
CfH =
[2 · LEWS · (LFeld +WFeld)] +WFeld · LFeld
2 · LEWS · (LFeld +WFeld)
LFeld = (nSeite − 1) · ∆LFeld2
WFeld = (nBreite − 1) · ∆LFeld2
nSonden – Gesamtanzahl der Sonden in einem Sondenfeld.
ninternal – Anzahl der Sonden, die in dem Sondenfeld von anderen Sonden
vollständig umgegeben werden.
nseitlich – Anzahl der Sonden, die am Rand eines Sondenfeldes liegen.
nEcken – Anzahl der Sonden, die die Ecken eines Sondenfeldes bilden.
nLinMitte – Anzahl der Sonden, die auf einer Linie der Sonden liegen.
nLinEnde – Anzahl der Sonden, die am Ende einer Linie der Sonden liegen.
nSeite – Anzahl der Sonden entlang der Seite eines regulären, rechteckigen Sondenfeldes.
nBreite – Anzahl der Sonden entlang der Breite eines regulären, rechteckigen Sondenfeldes.
LEWS – Gesamtlänge der Sonde, die ev. auf das gesamte Feld verteilt werden muss.
∆LFeld – Abstand zwischen den Sonden, Gitterraster in einem Sondenfeld.
tp,1 – mittlere Temperaturänderung eines Erdreichwürfels rund um die Sonde,
deren Ausmaße ∆LFeld m ×∆LFeld m × LEWS m betragen.
Die
mittlere Temperaturänderung tp,1 wird berechnet aus:
tp,1 = QSpeicherϱE·cp,E·∆L2Feld·LEWS bei einem rechteckigen Gitter
tp,1 = 4·QSpeicherπ·ϱE·cp,E·∆L2Feld·LEWS bei einem versetzten (hexagonalen) Gitter.
QSpeicher stellt dabei die Wärme dar, die im Erdreich rund um die Sonde, seit dem Betriebsbeginn der
Sonde, gespeichert wurde. Sie kann berechnet werden aus:
QSpeicher =
∞∫
0
π · ϱE · cp,E · LEWS · [t (r)− t∞] d
(
r2
)
≈
∞∑
i=1
π · ϱE · cp,E · LEWS ·
[
r2i − r2i−1
] · [t( ri + ri−12
)
− t∞
]
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Der erste Radius kann gewählt werden als:
r0 =
∆LFeld
2
Die weitere Diskretisierung soll abhängig von den Bodeneigenschaften und demWassergehalt des Bodens
gewählt werden. Die Temperaturänderung des i-ten Erdreichringes kann berechnet werden als:
t
(
rSM =
ri + ri−1
2
)
− t∞ = ∆tr = q˙a · I (X)2 · π · λE · LEWS
mit:
X = rSM2 · √aE · τ =
(
4 · aE · τr2SM
)− 12
und mit der Funktion I, die als eine g-Funktion von ASHRAE bezeichnet werden kann:
I (X) ≈ −0, 969 · ln (X)− 0, 186 (2.4.1)
= 0, 9692 · ln
(
4 · aE · τr2SM
)
− 0, 186
In den Beispielen aus [76] wird angenommen, dass diese Temperaturänderung im Abstand von ca. 9
Meter vernachlässigbar klein wird und dass die Stärke der berechneten Erdreich-Ringe, die bei der Wahl
der Diskretisierung festgelegt werden muss, ca. 1,5 m betragen kann.
2.4.1.4 Fazit grober Vorhersagemethoden
Die Methoden der groben Vorhersage stellen ein sehr differenziertes Niveau der Kompliziertheit dar.
Die schnellste, einfachste und damit auch gröbste Auslegung nach Tabellen nach VDI 46040 erlaubt
die erste Abschätzung der Anlagengröße und liefert nur für kleine Anlagen vertretbare Ergebnisse. Die
Methoden von ASHRAE und von Koenigsdorff nutzen eine einfache Bilanzierung, um die Abkühlung
des Erdreichs infolge des langjährigen, saisonalen und kurzzeitigen Wärmeentzuges abzuschätzen. Das
Verfahren nach Koenigsdorff bildet das Verhalten einer einzelnen Sonde in allen Zeitskalen gut ab.
Durch die Modifikation der g-Funktionen, auf denen dieses Verfahren aufgebaut ist, lassen sich auch
beliebige Sondenfeldkonfigurationen vereinfacht abbilden. Dieses Verfahren nutzt die g-Funktion nach
Eskilson (für eine detaillierte Beschreibung siehe Abschnitt 3.5.5, z. B. Gl. 3.5.26 und 3.5.29) als Basis
und bildet damit die Langzeiteffekte richtig ab, die von dieser g-Funktion abgebildet werden können.
Das Verfahren von ASHRAE basiert auf einer Vereinfachung (Gl. 2.4.1) der g-Funktion nach Carslaw
und Jaeger (siehe Gl. 3.5.32 und Abb. 3.5.16 in Abschnitt 3.5.5), die von Kavanaugh und Rafferty [76]
als Funktion von Ingersoll referenziert wird. Sie bildet das Kurzzeitverhalten der Sonde präziser, dafür
aber das Langzeitverhalten gar nicht richtig ab. Bei einer Langzeitbetrachtung, die über ca. 10 Jahre
hinausgeht, wird diese Methode wegen der Eigenschaften der dort benutzten g-Funktion nach Carslaw
und Jaeger immer größere Abweichungen zu der Methode von Koenigsdorff aufweisen. Die Methode von
ASHRAE ist aber für die logische und intuitive Erfassung des Verhaltens der Sondenfelder zu loben, die
in diesem Verfahren ohne Hilfe der zusammengesetzten g-Funktion des Sondenfeldes zu berechnen ist.
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2.4.2 Übersicht der komplizierteren Modelle
Wegen ihrer Komplexität und des Rechenaufwandes erfordern die komplizierteren Modelle die Nutzung
eines Rechenprogramms. Die Berechnungsalgorithmen sind in vielen Fällen öffentlich zugänglich (z. B.
FEFLOW [41]), da die meisten guten Programme ihren Ursprung in einem oder mehreren Forschungspro-
jekten haben. In anderen Fällen resultiert dies in einem wenig gepflegten und schlecht dokumentierten
Programm bzw. ganz verschwindenden Zugang zu ihm, wenn es von weiteren Projekten nicht mehr
finanzierbar ist. Die folgende Tabelle 2.4.1 fasst die bekannten Modelle zusammen.
Tabelle 2.4.1: Zusammenstellung der bekannten Programme zur Nachbildung des thermischen Verhaltens
einer Erdwärmesonde.
Name Autor Quelle Beschreibung
Detaillierte Programme zur Vorhersage des Einflusses auf die Umwelt
SPRING König, Ch. M. delta-h.de Grundwasserströmung, Wärme-
(Simulation of transport und -leitung, Transport
Processes in der Wasserlösungen und
Groudwater) chemische Reaktionen.
3D, instationär, FEM
FEFLOW Giersch, H.-J. G. feflow.info Grundwasserströmung, Wärme-
[41] transport und -leitung, Transport
der Wasserlösungen und
chemische Reaktionen.
3D, instationär, FEM
Modflow/ water.usgs.gov/ Grundwasserströmung, Wärme-
MT3D ogw/modflow transport und -leitung.
3D, instationär
OpenGeoSys Kolditz et al. opengeosys.org Grundwasserströmung, Wärme-
transport und -leitung.
3D, instationär
Mäßig komplexe Modelle zur energetischen Bewertung der Erdsonden
und ihrer Zusammenarbeit mit den Anlagen eines Gebäudes
EWS Huber, A. hetag.ch Radialsymmetrische Wärme-
(Erdwärme- leitung im Erdreich.
sonde)
2D, instationär, FDM
Simulations- Glück, B. berndglueck.de/ Radialsymmetrische Wärme-
programm erdwaermesonde leitung im Erdreich.
„Erdwärme-
sonden“ quasi 3D, instationär, FDM
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Name Autor Quelle Beschreibung
Einfache Modelle zur energetischen Bewertung der Erdsonden und ihrer Auslegung
EED Eskilson, P. building Analytische Lösung für Sole-
(Earth Hellström, G. physics.com strömung gekoppelt mit einer
Energy Claesson, J. analytischen Lösung für die Erd-
Designer) Blomberg, T. reichtemperatur, die auf
Sanner, B. g-Funktionen basiert.
TRNSBM Pahud, D. Anwendung, die für TRNSYS
(Superposition Fromentin, A. geschrieben wurde. Ist schwer bzw.
Borehole Hadorn, J.-C. kaum noch verfügbar. Wird in der
Model for Holst, S. Literatur als einer der Vorläufer
TRNSYS) von EED beschrieben.
TRNDST Pahud, D. Anwendung, die für TRNSYS
(Duct Ground Hellström, G. geschrieben wurde. Ist schwer bzw.
Heat Storage Mazarella, L. kaum noch verfügbar. Wird in der
Model Literatur als einer der Vorläufer
for TRNSYS) von EED beschrieben.
GEO-Hand Koenigsdorff, R. ISBN: 978-3- Vereinfachte Lösung zur
8167-8271-1 Bestimmung der Bedingungen
Frauenhofer nach einer unendlichen
IRB 2011 Nutzungszeit.
Detaillierte Modelle für Grundwasserströmung, die vermutlich eine Anpassung
an die Gebäude- und Anlagensimulation brauchen
SHEMAT www.geophysik. Gelistet in vielen Literaturquellen,
rwth-aachen.de aber zur Zeit nicht mehr
auffindbar.
FDM
CLM cgd.ucar.edu/ Grundwasserströmung, Wärme-
(Community tss/clm/ transport und -leitung .
Land Model) components im Erdreich
ParFlow https://compu Grundwasserströmung, Wärme-
tation.llnl.gov/ transport und -leitung
casc/parflow/ im Erdreich
parflow_home.
html
SIMLAB http://www.hpsc- Grundwasserströmung, Wärme-
terrsys.de/hpsc- transport und -leitung im Erdreich
terrsys/EN/
Home/SimLab/
simlab_
node.html
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Name Autor Quelle Beschreibung
Delft 3D https://oss. Grundwasserströmung, Wärme-
deltares.nl/ transport und -leitung im Erdreich
web/delft3d
CFX Fluent Merhzwecksimulationssoftware
Comsol Merhzwecksimulationssoftware
ANSYS Merhzwecksimulationssoftware
Multiphysics
Mäßig komplexe Modelle zur energetischen Bewertung der Erdsonden,
die in der Literatur erwähnt werden aber nicht mehr verfügbar scheinen
GED colenco.ch Grundwasserströmung, Wärme-
transport und -leitung im Erdreich
2D, instationär, FVM
GEO-ENBIL Wärmeleitung und Konvektion
im Erdreich.
3D, instationär, FVM und analytisch
Auslegungs- und Simulationswerkzeuge, die von kommerziellen Softwareanbietern
erstellt wurden, zu denen aber keine Erklärung über die benutzten
Berechnungsalgorithmen bzw. Modelle verfügbar ist.
IDA ICE EQUA equa.se/ Spiegelung und Überlagerung
de/ida-ice/ der Einzelsonden. Jede Sonde
extensions/ als 2D-Netz in zylindrischen
borehole Koordinaten
Hottengroth Hottengroth hottengroth.de Allgemeine Auslegungs-
Software und BIM software
Polysun velasolaris.com Allgemeine Auslegungs-
und BIM software
Die oben genannten Modelle haben sehr unterschiedlichen Aufbau und Annahmen. Generell kann an-
gemerkt werden, dass die Auslegung der Erdsonden mit einem komplizierteren Modell auf iterativer
Anpassung der Sondenlänge bzw. der Feldgröße basiert, bis die gewünschten Temperaturen der So-
le, unter Aufrechterhaltung der gewünschten Umgebungsparameter, wie z. B. Erdreichabkühlung oder
Vermeidung von Eisbildung, erreicht werden können. Dazu ist eine möglichst detaillierte Kenntnis des
Wärmelastprofils erforderlich. Sein Charakter wird bedingt von der Anlage im Gebäude, der Bauphysik
des Gebäudes und der Witterung.
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Kapitel 3
Vorhandene Modelle
Um das Verhalten einer Erdsonde genau nachzubilden, muss man folgende Phänomene berücksichtigen:
1. die Strömung der Sole in den Rohren des Wärmeübertragers,
2. die Wärmeübergabe zwischen Sole und Rohrwänden,
3. die Wärmeleitung zwischen Rohren des Wärmeübertragers, Füllung und umgebendem Erdreich,
4. das Nachströmen der Wärme aus der Umgebung des Wärmeübertragers.
Diese Phänomena verlaufen in unterschiedlichen Zeitskalen:
1. Soleströmung verursacht die Temperaturänderungen des Wärmeträgerfluids innerhalb von Sekun-
den bzw. Minuten nach der Änderung der Eintrittstemperatur oder des Massestromes der Sole.
2. Die Wärmeübergabe an die Sondenwände ist auch schnell und die Temperaturänderungen sind,
abhängig von den Stoffeigenschaften, innerhalb von Sekunden bzw. Minuten bemerkbar.
3. Die Wärmeleitung zwischen den Sondenrohren, Füllung und dem umgebenden Erdreich ist bei den
gängigen Materialien merkbar langsamer. Die Änderung der Temperatur dieses Bereichs dauert
zwischen einigen Minuten bis zu einigen Stunden, abhängig von der Entfernung von den Sonden-
rohren.
4. Das Nachströmen der Wärme aus der Umgebung der Sonde ist wegen der geringen Temperatur-
gradienten, die in diesem Bereich auftreten, deutlich langsamer und die Temperaturänderungen
vollziehen sich über mehrere Stunden in der unmittelbaren Nähe der Sonde bis zu Zeitskalen von
mehreren Jahren in der Entfernung von wenigen Metern davon.
Ein realistisches Modell würde die Strömung von Wärmeträgerfluid unter Nutzung der Navier-Stokes-
Gleichungen nachrechnen, um die Durchmischung und die Schichtung des Fluids in den Rohren abbilden
zu können, die in verschiedenen mittleren Fluidtemperaturen und unterschiedlichen Wärmeübergangs-
koeffizienten zwischen Rohrwand und Fluid infolge Turbulenz und Grenzschichtaufbau resultieren. Das
realistische Modell würde weiterhin die Wärmeleitung zwischen den Sondenrohren und der Bohrloch-
wand in der Hinterfüllung sowie die weitere Leitung der Wärme und die daraus resultierenden, an die
Wärmeleitung gekoppelten Bewegungen des flüssigen und dampfförmigen Wassers in dem die Sonde
umgebenden Erdreich genau berechnen. Die Berechnung würde sowohl kurze als auch lange Zeitskalen
sowie kleine und große Entfernungen von der Sonde berücksichtigen.
37
38 2.4. AUSLEGUNG DER SONDEN
Die Berechnung soll auch den gegenseitigen Einfluss mehrerer Sonden in einer beliebigen Anordnung
innerhalb des Sondenfeldes und die Interaktion der Sonden mit dem fließenden Grundwasser berücksich-
tigen können. Die ganze Berechnung soll so effizient laufen, dass die Simulation des Sondenverhaltens
über einige Jahre problemlos möglich ist. Ein reales Modell mit solchen günstigen Eigenschaften ist
wegen der hohen Komplexität leider nicht realisierbar. Wie erwartet, steigen der Aufwand und die
Berechnungszeit mit der geforderten Genauigkeit und Auflösung der Simulationen. Die existierenden
Modelle nutzen deswegen verschiedene vereinfachende Annahmen, um die jeweils wirksamen Effekte mit
einem vertretbaren Aufwand nachrechnen zu können.
Mögliche Modellvereinfachungen sind:
1. bei der Soleströmung:
· Verzicht auf Turbulenzmodell,
· Verzicht auf feine Gitter – Berechnung mithilfe eines Knotenmodells mit linearem Gitternetz
entlang der Strömung,
· Verzicht auf Navier-Stokes’che Gleichungen – rein thermische Modellierung der Strömung,
2. bei der Wärmeübergabe zwischen Sole und Rohrwänden:
· Berücksichtigung der Konvektion in Rohren durch Anwendung geeigneter Korrekturfaktoren,
· Verzicht auf Wandmodelle,
· Annahme gleicher Randbedingungen für jeden Rohrabschnitt, um die Berechnung mit mitt-
leren Wärmeübergangskoeffizienten möglich zu machen.
3. bei der Wärmeleitung zwischen Rohren des Wärmeübertragers, Füllung und umgebendem Erd-
reich:
· Formfaktoren zur Berechnung der Wärmeübergabe – gilt nur für stationären Fall,
· Multipole-Methode zur Berechnung der Wärmetransferkoeffizienten bei den Sonden,
· Vernachlässigung der thermischen Kapazität und Trägheit der Füllung bei den Sonden,
· Diskretisierung der Füllung in wenige bzw. einen Berechnungsknoten.
4. bei dem Nachströmen der Wärme aus der Sondenumgebung:
· homogenes Erdreich rund um den Wärmeübertrager – Vernachlässigung der Erdschichtung,
· Erdreich stellt ein unendliches bzw. halb-unendliches Medium dar – Erde wird als flach ab-
gebildet – Verzicht auf Geoide bzw. Kugel,
· Annahme, dass die Sonde als ein unendlicher Zylinder gesehen werden kann – oder alternativ,
dass die Sonde als eine endlich lange Linienquelle gesehen werden kann – oder, dass die Sonde
aus mehreren solchen Linienquellen besteht,
· das Einfrieren des Erdreichs wird nicht abgebildet.
Es müssen nicht alle dieser Annahmen bei der Modellierung verwendet werden. Die modellierten Phäno-
mene beeinflussen sich gegenseitig. Deswegen müssen die sie abbildenden Modelle miteinander gekoppelt
werden, wie es in Abb. 3.0.1 für eine Programmkonfiguration zu sehen ist, die das genaue, aber aufwän-
dige FEM-Modell benutzt.
Die Ein- und Ausgaben des einen Modells stellen die Randbedingungen des nächsten Modells dar. Der
Solemassestrom und die Einstrittstemperatur der Sole haben den größten Einfluss auf das Verhalten des
Gesamtmodells. Sie bestimmen unter anderem die Art der Soleströmung (laminar oder turbulent) und
haben dadurch entscheidenden Einfluss auf die Wärmeübergabe zwischen Sole und Rohrwänden und das
Verhalten des entsprechenden Teilmodells.
2.4.2 ÜBERSICHT DER KOMPLIZIERTEREN MODELLE 39
Abb. 3.0.1: Schema der Teilmodelle mit den zwischen ihnen ausgetauschten Daten bei Verwendung des
FEM-Modells des Bohrlochs und des umgebenden Erdreichs.
Der an die Sole übertragene Wärmestrom hängt nicht nur von dem Solemassestrom m˙, von der mittleren
Soletemperatur tS,i und von dem Wärmeübergangskoeffizient α, sondern auch von der Temperatur der
Rohrwand tR,i ab.
q˙i = α ·∆Li ·
(
tR,i − tS,i
)
Diese Wandtemperatur kann direkt bestimmt werden, wenn die Sole- und Wärmeübertragungsmodelle
an ein numerisches FEM-Modell gekoppelt sind.
Das FEM-Modell braucht als Randbedingung die Temperatur am Rande des Berechnungsgebiets von
dem analytischen Erdreichmodell, die entweder eine mittlere Temperatur des Erdreichs in dem gewünsch-
ten i-ten Segment der Sonde tE,i im Abstand rSM von der Sondenmitte oder im Grenzfall die Bohr-
lochtemperatur tb, wenn rSM = rb, darstellt.
Wenn die in Abschnitt 3.3 beschriebenen vereinfachten stationären RC-Modelle (Widerstands- und Ka-
pazitätsmodelle) verwendet werden, muss diese Temperatur aus dem Bohrlochwiderstand Rb und den
Temperaturen der Bohrlochwand tb und der Sole tS,i abgeleitet werden (siehe Abb. 3.0.2):
q˙i =
tS,i − tR,i
Rα +RR
wobei:
Rα =
1
2 · π · r0,i · α
RR =
1
2 · π · λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
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q˙i =
tS,i − tb
Rb
In diesem Fall kann optional ein Modell der radial-symmetrischen Ausbreitung der Wärme im Erdreich
verwendet werden, das als Randbedingungen die Wärmeabzüge des Bohrlochs q˙i und die Temperaturen
am äußerem Rand des Berechnungsgebiets tE, i benutzt.
Abb. 3.0.2: Schema der Teilmodelle mit den zwischen ihnen ausgetauschten Daten bei Verwendung des
RC-Modells des Bohrlochs.
Wenn das optionale Modell nicht verwendet wird, erfolgt keine Übergabe des Wärmeentzugs q˙i an dieses
Modell. Wie in der Konfiguration mit dem FEM-Modell wird die Temperatur am Rand des Berechnungs-
gebiets tE, i entweder der Temperatur des Bohrlochs tb (wenn rSM = rb) oder der mittleren Temperatur
des Erdreichs im Abstand rSM von der Sondenmitte gleichgesetzt. In beiden Fällen wird sie aus einem
der analytischen Modelle der Wärmeleitung im Erdreich bestimmt, die in Abschnitt 3.5.5 beschrieben
sind und die nur die Kenntnis der an die Sole übergebenen Erdwärme voraussetzen. In den meisten ana-
lytischen Modellen wird eine radialsymmetrische Ausbreitung der Wärme von der Sonde angenommen,
was in einer homogenen Erdreichtemperaturverteilung im Abstand rSM von der Sondenmitte resultiert.
Manche Modelle können die Asymmetrie der Temperaturverteilung berücksichtigen und die mittleren
Temperaturen für ausgewählte radiale Sektionen in diesem Abstand bestimmen.
Im Folgenden werden die bekannten Modelle dieser Phänomene beschrieben als Soleströmung, Wärme-
übergabe von Sole zu Sondenrohren, Wärmeleitung in der Hinterfüllung und im Erdreich.
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3.1 Soleströmung
Kummert und Bernier [80] untersuchten den Einfluss der Modellierung der Sondenströmung auf die
Auslegung und haben festgestellt, dass die dynamischen Modelle genauere Ergebnisse von Jahresar-
beitszahlen liefern und in kürzeren Auslegungslängen resultieren. Als genaueres Fluidmodell haben sie
das Modell von Wetter und Huber [123] empfohlen. Diese positive Auswertung der dynamischen Modelle
ist von He et al. [56, 57, 58] bestätigt worden, wobei sie 3D- und 2D-Modelle zur Verifizierung benutzt
haben. Aus diesem Grund erscheint es ratsam, die Soleströmung mithilfe eines Netzmodells nachzubil-
den, das die Trägheit der Sole und der umgebenden Rohre berücksichtigt.
Abb. 3.1.1: Bilanzraum eines Rohrstücks.
Die Wärmeübergabe zwischen Fluid in Rohren und dem umgebenden Erdreich ist abgebildet in Abb. 3.1.1
und beschrieben mit der Gleichung:
mS · cp,S · dtSdτ = Q˙ZU + m˙ · cp,S · (tIN − tOUT) (3.1.1)
Die linke Seite der Gleichung beschreibt die Wärmespeicherung in der Sole. Die Masse der Sole, die in
einem Rohrstück bilanziert wird, ergibt sich aus:
mS=
(
π · r20,i · Lkol
) · ϱS
Die rechte Seite der Gl. 3.1.1 besteht aus der Wärme Q˙ZU, die über die Rohrwand der Sole zugeführt wird
und der Enthalpie, die mit der strömenden Sole in das bilanzierte Rohrstück ein- und ausgetragen wird.
Der Zusammenhang zwischen der mittleren Soletemperatur tS und der Ein- und Austrittstemperaturen
der Sole tIN und tOUT kann unterschiedlichen Annahmen unterliegen und wird im weiteren Teil dieses
Abschnitts ausführlich diskutiert. Zunächst werden die anderen Größen erläutert, um das Verständnis
des gesamten Modells zu ermöglichen.
Bei der Nutzung eines FEM-Modells bezieht sich der der Sole über die Rohrwand zugeführte Wärme-
strom Q˙ZU auf die Temperaturdifferenz zwischen der Sole und der Rohrwand und kann ausgedrückt
werden als:
Q˙ZU =
tR − tS
RˆES
(3.1.2)
mit
RˆES=
1
α ·A (3.1.3)
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Bei der Nutzung der vereinfachten Modelle, die in Abschnitt 3.3 dargestellt sind, kann die zugeführte
Wärme auch weiter unterteilt werden in den Wärmestrom Q˙HE, der aus dem Erdreich kommt und den
Wärmestrom Q˙NR, der aus den benachbarten Rohrstücken, mit der die Sole in die andere Richtung
fließt, übertragen wird.
Q˙ZU =
{
Q˙HE für die lineare Schaltung im Abschitt 3.3.1.1
Q˙HE + Q˙NR für alle andere Schaltungen
}
(3.1.4)
Der Wärmestrom zwischen Hinterfüllung und dem die Sonde umgebenden Erdreich kann ausgedrückt
werden als:
Q˙HE=
tb − tS
RˆES
(3.1.5)
Der thermische Widerstand RˆES wird einen viel komplizierteren Charakter als bei dem FEM-Modell
aufweisen. In der Mehrheit der Fälle wird er in diesen Modellen gleich dem in Abschnitt 3.3 einge-
führten Widerstand Rˆ11∆ sein. Der Wärmestrom zwischen den Rohren, die sich in dem betrachteten
Sondensegment befinden, kann ausgedrückt werden als
Q˙NR=
∑
± tS,d − tS,u
RˆIN
(3.1.6)
Der thermische Widerstand RˆIN wird in der Mehrheit der Fälle gleich dem in Abschnitt 3.3 eingeführten
Widerstand Rˆ12∆ sein.
Diese Formulierung ist ausreichend flexibel, um alle Kopplungsmechanismen, die in Abschnitt 3.3 be-
schrieben werden, berücksichtigen zu können. In Gleichung 3.1.1 tritt die Abhängigkeit des Tempera-
turverlaufs von den Eintritts- und Austrittstemperaturen tIN, tOUT und von der Umgebungstemperatur
auf, die sich einstellen werden. Die Umgebungstemperatur kann, abhängig von dem verwendeten Kopp-
lungsschema, entweder die Wandtemperatur des Rohres tR bei einer Auflösung der Hinterfüllung mit
FEM-Modell oder die Temperatur der Bohrlochwand tb bzw. die Soletemperatur im Nachbarstrang tS
bei den vereinfachten Kopplungsschemata repräsentieren. In dem ersten Fall müssen mehrere Rohrseg-
mente mit unterschiedlichen Temperaturen berücksichtigt werden, die unterschiedliche Temperaturen
der Elemente erlauben, die das Rohr nachbilden. In dem zweiten Fall wird es nur einen Berechnungs-
knoten mit einer Temperatur geben.
Die im Folgenden dargestellten Soleströmungsmodelle unterscheiden sich bezüglich des Zusammenhangs
zwischen der mittleren Soletemperatur tS und den Ein- und Austrittstemperaturen tIN, tOUT eines
Rohrstücks. Die mit ihnen erzeugten Temperaturverläufe können mit einer analytischen Lösung vergli-
chen werden. In den hier angeführten Validierungsbeispielen werden die Ergebnisse für ein Rohr mit
einem Innendurchmesser von 0,0334 m verglichen, das vom Heizwasser mit konstanter Eintrittstem-
peratur von tIN=+30oC durchströmt wird. Die Temperatur der Innenwände wird konstant gehalten
auf tR=+20oC und die Wärmeübergangskoeffizienten werden mit den Formeln aus Type 57 (Heizungs-
anlage) von TRNSYS-TUD nach Perschk [101] berechnet, die der zweiten Methode von Glück (siehe
Gl. 3.2.6,3.2.7 und 3.2.8) aus Abschnitt 3.2 entsprechen.
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Die variierten Parameter sind:
1. die Länge des durchströmten Rohres, die L = 10 m oder L = 200 m beträgt,
2. der Massestrom in den Rohren, der m˙ = 0,02 kg/s oder m˙ = 0,20 kg/s beträgt,
3. die Anzahl der Segmente, in die die Rohrstücke unterteilt werden (2, 4, 10, 20, 40 oder 100 Ele-
mente),
4. der Berechnungsalgorithmus, mit dem die Austrittstemperaturen in jedem berechneten Element
ermittelt werden.
Die Ergebnisse werden jeweils mit der analytischen Lösung verglichen.
Unter analytischer Lösung wird eine stationäre Lösung der Durchströmung des Rohres mit den konstan-
ten Wandtemperaturen und konstanten Wärmeübergangskoeffizienten nach der folgenden Gleichung
verstanden:
0 = m · cp · dtSdτ = m˙ · cp · tS (x)− m˙ · cp · [tS (x) + dtS] + 2 · π · r · α · (tR − tS (x)) · dx
Diese Lösung lautet:
tS = tR − (tR − tIN) · exp
(
−2 · π · r · αm˙ · cp · x
)
und wird im stationären Fall als Bezug für die angewandten Programme betrachtet.
Es ist ersichtlich, dass die Änderung der mittleren Fluidtemperatur von den sich einstellenden Tem-
peraturen der ein- und austretenden Sole in jedem Rohrstück abhängig ist. In der Mehrheit der Fälle
wird diese Gleichung angewandt, um die Austrittstemperatur zu ermitteln. Deswegen muss eine Annah-
me über das Temperaturprofil des Fluides in Strömungsrichtung getroffen werden, die eine Beziehung
zwischen der Temperatur am Eintritt, am Austritt und in der Mitte des betrachteten Kanalstücks liefert.
Die Anzahl der Unbekannten wird auf zwei pro einem Rohrsegment festgelegt. Eine auszurechnende
Temperatur ist die mittlere Temperatur tS nach der Gleichung 3.1.1 und die andere ist die von dem
angenommenen Profil abhängige Austrittstemperatur aus dem gegebenen Rohrabschnitt tOUT. Weiter
werden verschiedene Annahmen für die Wechselwirkung zwischen tS und tOUT am Beispiel eines aus
drei Stücken bestehendes Rohres dargestellt, das in Abbildung 3.1.2 zu sehen ist.
Für das kleine Beispielsnetz aus Abb. 3.1.2 können folgende Gleichungen geschrieben werden:
mS · cp,S · t
k+1
S,1 −tkS,1
∆τ =
tR,1−tS,1
RˆES
+ tN,1−tS,1
RˆIN
+ m˙ · cp,S · (tIN,1 − tOUT,1)
mS · cp,S · t
k+1
S,2 −tkS,2
∆τ =
tR,2−tS,2
RˆES
+ m˙ · cp,S · (tIN,2 − tOUT,2)
mS · cp,S · t
k+1
S,3 −tkS,3
∆τ =
tR,3−tS,3
RˆES
+ tN,3−tS,3
RˆIN
+ m˙ · cp,S · (tIN,3 − tOUT,3)
tIN,2 = tOUT,1
tIN,3 = tOUT,2
tN,1 = tS,3
tN,3 = tS,1
44 3.1. SOLESTRÖMUNG
Abb. 3.1.2: Die Rohrkonfiguration und das RC-Netzwerk für die Soleberechnung in dem 3-Elemente-
Beispiel.
45
Diese Gleichungen müssen um Annahmen über das Temperaturprofil in jedem der berechneten Elemente
erweitert werden. Damit wird ein Gleichungs-System mit 6 Unbekannten entstehen, das den Verlauf
der Soletemperatur detailliert abbilden kann. Die Definition der jeweiligen Temperatur tR,i hängt von
dem Modell der Wärmeleitung in der Hinterfüllung (siehe Abschnitt 3.3) und der damit verbundenen
Definition des Widerstandes RˆES ab. Wenn das FEM-Modell aus Abschnitt 3.4.1 benutzt wird, stellt sie
die Innenwandtemperatur des Sondenrohres dar. Wenn das RC-Netzwerk zur Modellierung des Erdreichs
(siehe Abschnitt 3.4.2) und die vereinfachten Modelle der Hinterfüllung (siehe Abschnitt 3.3) benutzt
werden, stellt sie die Temperatur des ersten Erdreichringes, der an des Bohrloch grenzt dar.
Die möglichen Annahmen sind:
· ein konstantes Temperaturprofil (nimmt eine ideale Durchmischung im Rohr an):
tS = tOUT
liefert die einfachste und stabilste Lösung.
Für das 3-Elemente-Beispiel ergibt sich daraus eine explizite Formulierung der Form:⎧⎪⎨⎪⎩
tk+1S,1
tk+1S,2
tk+1S,3
⎫⎪⎬⎪⎭ =
⎡⎣ 1−A 0 HB 1−A 0
H B 1−A
⎤⎦ ·
⎧⎪⎨⎪⎩
tkS,1
tkS,2
tkS,3
⎫⎪⎬⎪⎭+C ·
⎧⎨⎩
tkR,1
tkR,2
tkR,3
⎫⎬⎭+B ·
⎧⎨⎩
tkIN,1
0
0
⎫⎬⎭
wobei
A = C+ B+H
B = ∆τ ·m˙mS
C = ∆τ
mS·cp,S·RˆES
H = ∆τ
mS·cp,S·RˆIN
Die implizite Formulierung für dieses Problem würde lauten:⎡⎣ 1 + A 0 −H−B 1 + A 0
−H −B 1 + A
⎤⎦ ·
⎧⎪⎨⎪⎩
tk+1S,1
tk+1S,2
tk+1S,3
⎫⎪⎬⎪⎭ =
⎧⎪⎨⎪⎩
tkS,1
tkS,2
tkS,3
⎫⎪⎬⎪⎭+C ·
⎧⎨⎩
tkR,1
tkR,2
tkR,3
⎫⎬⎭+B ·
⎧⎨⎩
tkIN,1
0
0
⎫⎬⎭
Die Abbildungen 3.1.3 und 3.1.4 zeigen die berechneten Temperaturverläufe für unterschiedliche
Diskretisierungen für das erste Sole-Modell. Sie machen klar, dass ab einer Diskretisierung mit ca.
20 Elementen die Abweichungen der Austrittstemperatur von der analytischen Lösung unter 0,1
K liegen. Die mittlere Soletemperatur wird als ein Punkt in der Mitte des jeweiligen Rohrelements
eingezeichnet, d. h. jeder zweite Punkt in einer Datenserie stellt die mittlere Soletemperatur dar.
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Abb. 3.1.3: Temperaturverlauf entlang der Sondenachse berechnet mit dem analytischen Ansatz und mit
dem konstanten Temperaturprofil bei L = 5 m und m˙ = 0,02 kg/s für alle untersuchten Diskretisierungen.
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Abb. 3.1.4: Temperaturverlauf entlang der Sondenachse berechnet mit dem analytischen Ansatz und
mit dem konstanten Temperaturprofil bei L = 200 m und m˙ = 0,2 kg/s für alle untersuchten Diskreti-
sierungen.
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· ein lineares Temperaturprofil:
tS =
tIN + tOUT
2
das auch einfach ist, aber nur bei kleinen Änderungen der Eintrittstemperatur sinnvolle Ergebnisse
liefert. Bei Sprüngen der Eintrittstemperatur schwingt der Wert der Austrittstemperatur über, was
zu einem oszillierenden, normalerweise unrealistischen Temperaturprofil entlang des Rohres führt.
Oft wird dieses Modell zur Modellierung des gesamten Erdwärmeübertragers verwendet, indem
die Eintritts- und Austrittstemperatur als globale Temperaturen betrachtet werden [14, 15, 105].
Aus dieser Annahme folgt, dass:
tOUT = 2 · tS − tIN
Für das 3-Elemente-Beispiel ergibt sich daraus eine explizite Formulierung der Form:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tk+1S,1
tk+1S,2
tk+1S,3
tk+1OUT,1
tk+1OUT,2
tk+1OUT,3
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1− C 0 H −B 0 0
0 1− C 0 B −B 0
H 0 1− C 0 B −B
2 0 0 0 0 0
0 2 0 −1 0 0
0 0 2 0 −1 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tkS,1
tkS,2
tkS,3
tkOUT,1
tkOUT,2
tkOUT,3
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
+
+C ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tR,1
tR,2
tR,3
0
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
+ tkIN,1 ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
B
0
0
−1
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
Die implizite Formulierung für dieses Problem würde lauten:
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 + C 0 −H B 0 0
0 1 + C 0 −B B 0
−H 0 1 + C 0 −B B
−2 0 0 1 0 0
0 −2 0 1 1 0
0 0 −2 0 1 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tk+1S,1
tk+1S,2
tk+1S,3
tk+1OUT,1
tk+1OUT,2
tk+1OUT,3
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tkS,1
tkS,2
tkS,3
0
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
+
+C ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tR,1
tR,2
tR,3
0
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
+ tkIN,1 ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
B
0
0
−1
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
wobei:
B = ∆τ ·m˙mS
C = ∆τ
mS·cp,S·RˆES
H = ∆τ
mS·cp,S·RˆIN
Die Abbildungen 3.1.5 und 3.1.6 zeigen die berechneten Temperaturverläufe für unterschiedliche
Diskretisierungen für das zweite Solemodell, das als erstes ein lineares Temperaturprofil annimmt.
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Abb. 3.1.5: Temperaturverlauf entlang der Sondenachse berechnet mit dem analytischen Ansatz und mit
dem ersten linearen Temperaturprofil bei L = 5 m und m˙ = 0,02 kg/s für alle untersuchten Diskretisie-
rungen.
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Abb. 3.1.6: Temperaturverlauf entlang der Sondenachse berechnet mit dem analytischen Ansatz und
mit dem ersten linearen Temperaturprofil bei L = 200 m und m˙ = 0,2 kg/s für alle untersuchten
Diskretisierungen.
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Die Ergebnisse machen klar, dass eine deutlich höhere Anzahl der Elemente nötig ist, um die
gewünschte Genauigkeit des Temperaturprofils zu gewährleisten. Bei geringeren Elementezahlen
kann das Modell unphysikalische Temperaturschwingungen aufweisen.
· ein lineares Profil zweiter Art. Es gibt eine alternative Herangehensweise, die ein lineares Tempe-
raturprofil berechnen lässt und hier als ein lineares Profil zweiter Art benannt wird. Dabei wird
die Austrittstemperatur des jeweiligen Elements als Mittelwert der mittleren Temperaturen der
benachbarten Elemente berechnet:
tOUT,i =
tS,i + tS,i+1
2
Es wird dabei angenommen, dass die Austrittstemperatur aus dem letzten Element gleich der
mittleren Temperatur dieses Elements ist:
tOUT,n = tS,n
Für das 3-Elemente-Beispiel ergibt sich daraus eine explizite Formulierung der Form:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tk+1S,1
tk+1S,2
tk+1S,3
tk+1OUT,1
tk+1OUT,2
tk+1OUT,3
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1− C 0 H −B 0 0
0 1− C 0 B −B 0
H 0 1− C 0 B −B
1/2 1/2 0 0 0 0
0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 1 0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tkS,1
tkS,2
tkS,3
tkOUT,1
tkOUT,2
tkOUT,3
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
+
+
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
B · tkIN,1 +C · tR,1
C · tR,2
C · tR,3
0
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
Die implizite Formulierung für dieses Problem würde lauten:
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 + C 0 −H B 0 0
0 1 + C 0 −B B 0
−H 0 1 + C 0 −B B
−1/2 −1/2 0 1 0 0
0 −1/2 −1/2 0 1 0
0 0 −1 0 0 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tk+1S,1
tk+1S,2
tk+1S,3
tk+1OUT,1
tk+1OUT,2
tk+1OUT,3
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tkS,1
tkS,2
tkS,3
0
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
+
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
B · tkIN,1 +C · tR,1
C · tR,2
C · tR,3
0
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
wobei:
B = ∆τ ·m˙mS
C = ∆τ
mS·cp,S·RˆES
H = ∆τ
mS·cp,S·RˆIN
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Abb. 3.1.7: Temperaturverlauf entlang der Sondenachse berechnet mit dem analytischen Ansatz und
mit dem zweiten linearen Temperaturprofil bei L = 5 m und m˙ = 0,02 kg/s für alle untersuchten
Diskretisierungen.
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Abb. 3.1.8: Temperaturverlauf entlang der Sondenachse berechnet mit dem analytischen Ansatz und
mit dem zweiten linearen Temperaturprofil bei L = 200 m und m˙ = 0,2 kg/s für alle untersuchten
Diskretisierungen.
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Die Abbildungen 3.1.7 und 3.1.8 zeigen die berechneten Temperaturverläufe für unterschiedliche
Diskretisierungen für das dritte Solemodell, das als zweites ein lineares, aber leicht abgeänder-
tes Temperaturprofil annimmt. Die Ergebnisse machen klar, dass auch eine geringe Anzahl der
Elemente von ca. 10 die gewünschte Genauigkeit gewährleistet.
· ein logarithmisches Temperaturprofil:
tS =
tIN − tOUT
ln tIN+273,15◦CtOUT+273,15◦C
− 273, 15◦C
Aus dieser Annahme folgt, dass:
tOUT = tIN − tS · ln
(
tIN + tabs
tOUT + tabs
)
− tabs · ln
(
tIN + tabs
tOUT + tabs
)
Für das 3-Elemente-Beispiel ergibt sich daraus eine explizite Formulierung der Form:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tk+1S,1
tk+1S,2
tk+1S,3
tk+1OUT,1
tk+1OUT,2
tk+1OUT,3
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1− C 0 H −B 0 0
0 1− C 0 B −B 0
H 0 1− C 0 B −B
−D1 0 0 0 0 0
0 −D2 0 1 0 0
0 0 −D3 0 1 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tkS,1
tkS,2
tkS,3
tkOUT,1
tkOUT,2
tkOUT,3
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
+
+
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
B · tkIN,1 +C · tR,1
C · tR,2
C · tR,3
tIN,1 − tabs ·D1
−tabs ·D2
−tabs ·D3
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
Die implizite Formulierung für dieses Problem würde lauten:
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 + C 0 −H B 0 0
0 1 + C 0 −B B 0
−H 0 1 + C 0 −B B
D1 0 0 1 0 0
0 D2 0 −1 1 0
0 0 D3 0 −1 1
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tk+1S,1
tk+1S,2
tk+1S,3
tk+1OUT,1
tk+1OUT,2
tk+1OUT,3
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
tkS,1
tkS,2
tkS,3
0
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
+
+
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
B · tkIN,1 +C · tR,1
C · tR,2
C · tR,3
tIN,1 − tabs ·D1
−tabs ·D2
−tabs ·D3
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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wobei:
B = ∆τ ·m˙mS
C = ∆τ
mS·cp,S·RˆES
Di = ln
(
tkIN,i+tabs
tkOUT,i+tabs
)
= ln
(
tkOUT,i−1+tabs
tkOUT,i+tabs
)
tabs = 273, 15◦C
H = ∆τ
mS·cp,S·RˆIN
Die Abbildungen 3.1.9 und 3.1.10 zeigen die berechneten Temperaturverläufe für unterschiedliche
Diskretisierungen für das vierte Solemodell, das als erstes ein logarithmisches Temperaturprofil
annimmt. Die Ergebnisse machen klar, dass das Modell bei der benutzten impliziten Formulierung
numerische Oszillationen aufweist, die es völlig unbrauchbar machen. Auch die feinste Diskreti-
sierung und unterschiedlichste angewandte Zeitschrittweiten haben dieses Problem nicht mildern
können. Angesichts der Berichte über eine genaue und effiziente Implementierung solcher Annah-
men in expliziten Berechnungsschemata [101] ist anzunehmen, dass entweder die implizite Formu-
lierung oder die Art ihrer Implementierung schuld an der Instabilität trägt. Es wurde weiterhin
versucht, alternative Formulierungen für das logarithmische Temperaturprofil zu implementieren.
Sie haben alle leider aus dem gleichen Grund der numerischen Instabilität versagt und werden im
Folgenden nur der Vollständigkeit halber aufgezählt.
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Abb. 3.1.9: Temperaturverlauf entlang der Sondenachse berechnet mit dem analytischen Ansatz und
mit dem ersten logarithmischen Temperaturprofil bei L = 5 m und m˙ = 0,02 kg/s für alle untersuchten
Diskretisierungen.
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Abb. 3.1.10: Temperaturverlauf entlang der Sondenachse berechnet mit dem analytischen Ansatz und
mit dem ersten logarithmischen Temperaturprofil bei L = 200 m und m˙ = 0,2 kg/s für alle untersuchten
Diskretisierungen.
· ein logarithmisches Übertemperaturprofil:
tS =
tIN − tOUT
ln tIN−tRtOUT−tR
+ tR
das die genaueste, aber auch numerisch instabilste Formulierung darstellt. Es erlaubt keine Gleich-
heit von Austrittstemperatur des Fluides und der Temperatur der Umgebung tOUT ̸= tR. Die
Eintritts- und Austrittstemperaturen müssen dazu beide größer oder kleiner als die Umgebung-
stemperatur sein: tIN−tRtOUT−tR > 0.
Aus dieser Annahme folgt, dass:
tOUT = tIN − tS · ln
(
tIN − tR
tOUT − tR
)
+ tR · ln
(
tIN − tR
tOUT − tR
)
(3.1.7)
Eigentlich gibt es hier ein nichtlineares Problem, das implizit nur mithilfe eines geeigneten Verfah-
rens (z. B. dem Newton-Raphson-Verfahren) zu lösen ist. In diesem Fall müssen die Gleichungen
für jedes Element so umgewandelt werden, dass sie ein Funktional {F}, das gleich null ist, ergeben.
Für dieses Funktional ist dann eine Jakobi-Matrix zu berechnen und iterativ die implizite Lösung
des Gleichungssystems zu ermitteln. Das entsprechende Funktional lässt sich leicht aus der impli-
ziten Formulierung ableiten, indem alle Glieder auf eine Seite der Gleichung verschoben werden,
sodass auf der anderen Seite eine Null steht.
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In der Praxis ist die letzte iterative Methode unpraktikabel, weil sie eine Iteration des gesamten Glei-
chungssystems erzwingt. Wenn die Hinterfüllung mit einem FEM-Modell berechnet wird, stellt die An-
zahl der Fluidelemente weniger als 10 % der gesamten Anzahl der Elemente dar. Wenn man bedenkt,
dass durch die Iteration der Hydraulik auch alle Erdreichelemente mehrmals in demselben Zeitschritt
neu berechnet werden müssen, wird es klar, dass der Nutzen dieser Methoden für die hier betrachtete
Anwendung eher beschränkt ist.
Als Fazit aus diesem Abschnitt kann man die zwei Schemata zur impliziten Berechnung der Soletempe-
raturen als erfolgreich benennen:
1. das konstante Temperaturprofil unter Annahme der idealen Durchmischung in jedem Rohrstück
und
2. ein Modell mit linearem Temperaturprofil der zweiten Art, das die Schwankungen der Temperatur
dämpft und mit wenigen Elementen eine zufriedenstellende Genauigkeit erreicht.
Unter den verbleibenden drei Modellen verlangt das Modell der idealen Durchmischung nur einen Be-
rechnungsknoten für jedes Rohr-Element. Die Modelle des linearen Temperaturverlaufes brauchen jeweils
zwei Berechnungsknoten für jedes Rohr-Element und sollen damit als aufwendigere Modelle gelten. Die
linke Seite der Tabelle 3.1.1 belegt aber, dass sie bei deutlich geringerer Anzahl an Rohr-Elementen
merkbar genauere Lösungen als das Modell der idealen Durchmischung liefern.
Tabelle 3.1.1: Die absolute Abweichung der Austrittstemperatur aus dem Rohr zwischen den einzelnen
Modellen und der analytischen Lösung für den stationären Fall in K in Abhängigkeit von dem Modell
und der Anzahl der Berechungselemente für zwei Konfigurationen der Rohrlänge und des Massestromes.
∆t in K
L = 5 m L = 200 m
m˙ = 0,02 kg/s m˙ = 0,20 kg/s
Anz. ideale lineares lineares ideale lineares lineares
El. Durch- Profil 1 Profil 2 Durch- Profil 1 Profil 2
mischung mischung
2 0,8544 0,1018 0,3805 0,0049 8,3458 0,0025
4 0,4672 0,0282 0,1013 0,0000 4,8438 0,0000
10 0,1982 0,0055 0,0156 0,0000 0,1007 0,0000
20 0,1011 0,0019 0,0034 0,0000 0,0000 0,0000
40 0,0509 0,0009 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000
100 0,0203 0,0004 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000
Die Anzahl der zu nutzenden Elemente, die gebraucht werden, um die gleiche Präzision zu bekommen, ist
bei dem ersten Modell des linearen Temperaturprofils um eine Größenordnung kleiner als bei dem Modell
der idealen Durchmischung in jedem Element. Das zweite Modell des linearen Profils liefert bessere
Ergebnisse als das Modell der idealen Durchmischung und gibt physikalisch richtige Temperaturprofile
entlang des Rohres wieder.
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Für die Genauigkeit der Aussagen des gekoppelten Modells der Hydraulik und der Wärmeleitung ist
die Präzision der Vorhersage der mittleren Soletemperatur entscheidend, die als Randbedingung für die
Erdreichberechnung fungiert. Unter stationären Bedingungen kann diese mittlere Temperatur berechnet
werden als:
tS,glob =
1
L ·
L∫
0
tR − (tR − tIN) · exp
(
−2 · π · r · αm˙ · cp · x
)
dx =
tR + (tR − tIN) · m˙ · cp2 · π · r · α · L ·
[
exp
(
−2 · π · r · α · Lm˙ · cp
)
− 1
]
(3.1.8)
Abbildung 3.1.11 zeigt die Abweichung einer numerischen Lösung von dieser analytischen Lösung in
Abhängigkeit von der Anzahl der Elemente bzw. Rohrstücke, die zur Bildung der mittleren Tempera-
tur herangezogen wurden, für verschiedene Hydraulik-Modelle und zwei Konfigurationen der gesamten
Rohrlänge des Solemassestromes. Die Abbildungen machen klar, dass die Genauigkeit der Modelle bei
größeren Massenströmen deutlich besser als bei kleinen Massenströmen ist. Die linearen Modelle weisen
eine deutlich höhere Präzision als das Modell der idealen Durchmischung auf. Der zusätzliche Aufwand,
der mit den linearen Modellen verbunden ist, wird durch die höhere Genauigkeit bei einer deutlich
geringeren Anzahl der Elemente problemlos kompensiert.
In dem Parameterspektrum, das bei der Modellierung der Erdreichsonden zu erwarten ist, kann das zwei-
te lineare Modell für die Berechnungen empfohlen werden, solange mindestens 10 Berechnungselemente
verwendet werden.
Es liegt leider keine analytische Lösung vor, die den zeitlichen Temperaturverlauf in den Rohren über-
prüfen lässt. Das Modell mit dem zweiten linearen Profil kann unter Umständen träger als die anderen
Modelle reagieren, wie in Tabelle 3.1.2 zu sehen ist. Die Unterschiede sind aber nicht gravierend.
Tabelle 3.1.2: Die Zeiten in Sekunden, die zum Erreichen eines stationären Temperaturprofils mit einer
Genauigkeit bis auf die fünfte Nachkommastelle nötig sind, in Abhängigkeit von dem Verfahren und von
der Diskretisierung.
∆τ in s
L = 5 m L = 200 m
m˙ = 0,02 kg/s m˙ = 0,20 kg/s
Anz. ideale lineares lineares ideale lineares lineares
El. Durch- Profil 1 Profil 2 Durch- Profil 1 Profil 2
mischung mischung
2 3,8 2,9 4,5 0,7 0,8 0,7
4 3,2 2,5 4,4 0,8 0.8 0,7
10 2,7 2,3 3,9 0,8 0,8 0,7
20 2,4 2,2 3,5 0,9 0,8 0,8
40 2,3 2,3 3,1 0,8 0,8 0,9
100 2,3 2,2 3,1 0,8 0,9 0,9
Wegen der hohen Genauigkeit, der richtigen Abbildung des Temperaturprofils und der mittleren So-
letemperatur ist das Modell mit dem linearen Profil der Temperaturverteilung mit einer Unterteilung
jedes Rohrstücks in ca. 10 Segmente für die weiteren Berechnungen zu empfehlen.
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Abb. 3.1.11: Abweichung der mittleren Soletemperatur im Rohr von der analytischen Lösung nach
Gl. 3.1.8 als Funktion der Anzahl der Berechnungselemente (2, 4, 10, 20, 50 und 100) und des Berech-
nungsalgorithmus für zwei Konfigurationen: oben – L = 5 m; m˙ = 0,02 kg/s und unten – L = 200 m; m˙
= 0,20 kg/s.
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3.2 Wärmeübergang in den Rohren der Sonde
Der Wärmeübergangskoeffizient α zwischen Sole und Sondenwand kann aus der Nußelt-Zahl
Nu = α · d0,i
λS
berechnet werden. Die Nußelt-Zahl hängt bekanntlich von der Prandtl-Zahl des Fluides bei mittlerer
Fluidtemperatur
Pr = νSaS
= νS · ϱS · cp,S
λS
= ηS · cp,S
λS
der Prandtl-Zahl des Fluides mit der Temperatur der Rohrwand
PrR =
νS (tR)
aS (tR)
und von der Reynolds-Zahl
Re = w · d0,i
νS
= w · d0,i · ϱS
ηS
ab.
Die Vorschriften für die Berechnung der Nußelt-Zahl enthalten normalerweise unterschiedliche Formu-
lierungen für den laminaren und turbulenten Bereich und manchmal auch zusätzliche Formeln für den
Übergangsbereich zwischen diesen zwei Zuständen. Im Folgenden werden die von verschiedenen Autoren
zusammengestellten kompletten Vorschriften für alle diese Bereiche angegeben.
Berechnungsmethode von Huber
Huber ([123],S.8) gibt für den laminaren Bereich Re ≤ 2300 an:
Nulam = 4, 36 (3.2.1)
und für den turbulenten Bereich Re > 10000 folgt der Ansatz von Petukhov:
Nuturb =
Re · Pr · ξ/8
K1 +K2 ·
√
ξ/8 · (Pr2/3 − 1) (3.2.2)
wobei:
K1 = 1 + 27, 2 · ξ8
K2 = 11, 7 + 1, 8 · Pr− 13
ξ = 1(1,82·log10(Re)−1,64)2
In dem Übergangsbereich (2300 < Re < 10000) schlägt er vor:
Nu = Nulam · exp
[
ln
(
Nu0
Nulam
)
· ln
( Re
2300
)
ln
( 10000
2300
)] (3.2.3)
zu verwenden, wobei:
Nu0 = Nu(Re = 10000) =
Re · Pr · ξ0/8
1, 107 + K2 ·
√
ξ0/8 ·
(
Pr2/3 − 1)
ξ0 = 0, 031437
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Wenn die Pumpe ausgeschaltet ist (Re=0) ,bevorzugt Huber [123] die Formel:
α = λSd0,i
2 · (1−
√
0, 5)
Die erste Berechnungsmethode von Glück
Glück [44] gibt zwei Vorschläge zur Berechnung der Nußelt-Zahl an. In [44] stellt er den Ansatz von
Gnielinski [47] vor:
Im laminaren Bereich (Re ≤ 2300):
Nulam =
(
49, 028 + 4, 173 · Re · Pr · d0,iL
)0,333
(3.2.4)
Gültigkeitsbereich: Re<2300; 0,1<Re · Pr · d0,iL < 104
Im turbulenten Bereich (Re>2300) (nach [47]):
Nuturb =
B · (Re− 1000) · Pr
1 + 12, 7 · B0,5 ·
(
Pr 23 − 1
) ·(1 + (d0,iL
) 2
3
)
(3.2.5)
B = 1
(5, 15 · lg Re− 4, 64)2
Gültigkeitsbereich: 2300<Re<106; d0,iL < 1
Die zweite Berechnungsmethode von Glück
Der zweite von Glück [44] vorgestellte Ansatz basiert auf den Arbeiten von Gnielinski [47] und [46]. Er
schlägt vor, für den laminaren Bereich (Re ≤ 2300) die Formel:
Nulam =
⎧⎨⎩3, 663 + 0, 73 +
(
1, 615 ·
(
Re · Pr · d0,iL
)0,333
− 0, 7
)3
+
+
[(
2
1 + 22 · Pr
)0,167
·
(
Re · Pr · d0,iL
)0,5]3⎫⎬⎭
1
3
(3.2.6)
mit einem Gültigkeitsbereich von: Re<2300; 0 < Re · Pr · diL <∞,
für den turbulenten Bereich (Re > 10000) die Formel:
Nuturb =
B · Re · Pr
1 + 12, 7 · B0,5 ·
(
Pr 23 − 1
) ·(1 + (d0,iL
) 2
3
)
(3.2.7)
B = 1
(5, 09 · lg Re− 4, 24)2
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mit einem Gültigkeitsbereich von: 104<Re<106; 0,6<Pr<1000; d0,iL < 1
und in dem Übergangsbereich (2300 < Re < 10000) die Formel:
Nu = (1− γ) ·Nulam (Re = 2300) + γ ·Nuturb
(
Re = 104
)
(3.2.8)
γ = Re− 2300104 − 2300
mit einem Gültigkeitsbereich von: 2300<Re<104; 0,6<Pr<1000; d0,iL <1 zu nutzen.
Berechnungsmethode von Stein
Stein in [110] schlägt noch andere Gleichungen für den laminaren Bereich vor, die bei niedrigen Werten
der Prandtl-Zahl gültig sein sollen:
Nulam =
{(
3, 66 · Pr + 0, 576
Pr + 0, 1
)3
+ 1, 623 · Pr · Re · d0,iL +
0, 6643 · Pr ·
(
Re · d0,iL
) 3
2
1 + 0,204Pr0,5
⎫⎪⎬⎪⎭
1
3
(3.2.9)
Er gibt einen Übersicht der Formeln, die die Nußelt-Zahl im turbulenten Bereich beschreiben, wobei er
die Formeln von Gnielinski bevorzugt. Die Ergebnisse im laminaren Bereich weichen geringfügig von den
der anderen Methoden ab.
Berechnungsmethode von Abraham et al.
Eine relativ neue Untersuchung von Abraham et al. [2] stellt fest, dass die Formeln von Gnielinski [45]
eine sehr gute Übereinstimmung liefern, außer im Gebiet von 2300<Re<3100, und schlägt vor, in diesem
Bereich die Formel von Churchill [27] zu verwenden.
In einer späteren Arbeit schlagen Abraham et al. [1] eine eigene Formel für diesen Bereich vor, sodass:
Nu =
⎧⎨⎩ Nulam wenn Re < 2300Nuturb wenn Re > 4500Nutrans sonst
⎫⎬⎭ (3.2.10)
mit:
Nulam =
⎧⎨⎩3, 663 + 0, 73+
[
1, 615 · 3
√
Re · Pr · d0,iL −0, 7
]3
+
[(
2
1 + 22 · Pr
) 1
6
·
√
Re · Pr · d0,iL
]3⎫⎬⎭
1
3
(3.2.11)
60 3.2. WÄRMEÜBERGANG IN DEN ROHREN DER SONDE
Nuturb =
ξ
8 · (Re− 1000) · Pr
1 + 12, 7 ·
√
ξ
8 ·
(
Pr 23 − 1
) · [1 + (d0,iL
) 2
3
]
·
(
Pr
PrW
)0,11
(3.2.12)
ξ = (1, 84 · log10Re− 1, 64)−2
Nutrans =
ζ
8 · (Re− 1000) · Pr
1 + 1, 27 ·
√
ζ
8 ·
(
Pr 23 − 1
) (3.2.13)
ζ = 3, 0 · 10−12 · Re3 − 3, 67 · 10−8 · Re2 + 1, 46 · 10−4 · Re− 0, 151
Berechnungsmethode von Gnielinski
Das Problem im Übergangsbereich wurde auch von Gnielinski erkannt [48], wobei er es auf eine andere
Art und Weise zu lösen vorschlägt:
Nu =
⎧⎨⎩ Nulam wenn Re < 2300Nuturb wenn Re > 4000(1− γ) ·Nulam (Re = 2300) + γ ·Nuturb (Re = 4000) sonst
⎫⎬⎭ (3.2.14)
mit:
Nulam =
{
3, 663 + 0, 73 +
[
1, 615 · 3
√
Re · Pr · d0,iL − 0, 7
]3
+
[(
2
1+22·Pr
) 1
6 ·
√
Re · Pr · d0,iL
]3} 13
Nuturb =
ξ
8 ·Re·Pr
1+12,7·
√
ξ
8 ·
(
Pr
2
3−1
) · [1 + (d0,iL ) 23 ] · ( PrPrW)0,11
ξ = (1, 8 · log10Re− 1, 5)−2
γ = Re−23004000−2300
Dabei weist er darauf hin, dass für den Übergangsbereich keine Messdaten zur Verfügung stehen und
die Aussagen nur auf den Ergebnissen der numerischen Modelle beruhen.
Abbildung 3.2.1 zeigt den Vergleich der Ergebnisse für die Kombinationen der Formeln, die in Tabelle
3.2.1 zusammengefasst werden.
Tabelle 3.2.1: Zusammenfassung der Berechnungsmethoden der Nußelt-Zahl mit Formelverweisen, ge-
ordnet nach Autoren.
Strömungsbereich benutzt und weiter
Autor laminar turbulent Übergang im Text beschrieben als
Huber in [123] Gl.3.2.1 Gl.3.2.2 Gl.3.2.3 Huber
Glück 1 in [44] Gl.3.2.4 Gl.3.2.5 Gl.3.2.5
Glück 2 in [44] Gl.3.2.6 Gl.3.2.7 Gl.3.2.8 Glück
Abraham et al. in [1] Gl.3.2.10
Gnielinski in [48]∗ Gl.3.2.14 Gnielinski
∗ - Die Formeln in dem Artikel enthalten einen Schreibfehler, der basierend auf
dem Beitrag desselben Autors im VDI-Wärmeatlas [49] berichtigt wurde.
61
 0
 200
 400
 600
 800
 1000
10
2
10
3
10
4
10
5
Re
 4
 6
 8
2300
 0
 20
 40
 60
 80
 100
2300 4000
Huber
Abraham et al.
Glu¨ck 2
Glu¨ck 1
Gnielinski&Stein
Huber
Gnielinski
&Glu¨ck 2
Gnielinski&Stein
Stein
Glu¨ck 2
N
u
Abb. 3.2.1: Vergleich der Nußelt-Zahlen, berechnet mit den unterschiedlichen Formeln für Pr=37,71;
λ=0,5 Wm·K ; d0,i=0,055 m; L=100 m für Wasser-Glykol-Gemisch (Tycofor 25).
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Abb. 3.2.2: Vergleich der Druckverluste für glatte (durchgezogene Linien) und raue (gestrichelte Linien)
Rohre von dem Wärmeübergangskoeffizient α, der mit den unterschiedlichen Formeln für Pr=37,71;
λ=0,5 Wm·K ; d0,i=0,055 m; L=100 m für Wasser-Glykol-Gemisch (Tycofor 25) bestimmt wurde.
62 3.2. WÄRMEÜBERGANG IN DEN ROHREN DER SONDE
Die oben angegebenen Formeln wurden hauptsächlich für Wasser entwickelt und getestet. Abbildung
3.2.1 macht deutlich, dass manche von ihnen unter Anwendung der Stoffeigenschaften der Sole Diskonti-
nuitäten aufweisen. Dies betrifft die Formel von Stein [110], wenn die Reynolds-Zahl gleich 2300 ist, die
Vorschriften von Abraham et al. [1, 2] bei Re=2300 und Re=4500 sowie die erste Methode von Glück
[44], wenn Re=2300. Die Methoden mit dem stetigen Verlauf der Wärmeübergangskoeffizienten sind die
zweite Methode von Glück, die Methode von Huber und die von Gnielinski. Die Ergebnisse dieser ste-
tigen Methoden weichen im laminaren und turbulenten Bereich nur wenig voneinander ab. Die größten
Unterschiede sind im Übergangsbereich zu verzeichnen und könnten dort zu merkbaren Unterschieden
in den Simulationsergebnissen führen.
Der Wärmeübergangskoeffizient steigt deutlich im turbulenten Bereich, was mit dem erhöhten Druckver-
lust in den Rohren erkauft wird. Das Verhältnis von Druckverlust zu Wärmeübergangskoeffizient wurde
in Abb. 3.2.2 dargestellt. Es deutet darauf hin, dass die Steigung der Druckverluste proportional zu
dem Wachstum des Wärmeübergangskoeffizienten ist. Die Berechnungsverfahren von Huber und Glück
liefern im turbulenten Bereich fast exakt die gleichen Ergebnisse. Nach dem Ansatz von Gnielinski ist
das Verhältnis von Reynolds-Zahl zu Druckverlusten noch günstiger als bei Glück und Huber, aber die
Änderungen mit der Reynolds-Zahl sind die gleichen. Die Änderung der Sondenlänge (nicht dargestellt,
aber als Trend in Abb. 3.2.2 in grau angedeutet) hat nur einen geringen Einfluss auf die absoluten Wer-
te im Bereich der laminaren Strömung. Unabhängig von der Berechnungsmethode ist der Zuwachs der
Druckverluste in der Übergangszone viel kleiner als in der turbulenten Strömung. Es lohnt sich also, die
turbulente Zone zu erreichen. Bei der Auslegung der Sonden sind hohe Wärmeübergangskoeffizienten
und damit auch die turbulente Strömung der Sole anzustreben. Der damit verbundene Zuwachs der
Druckverluste wird in dem Bereich der turbulenten Strömung durch die höhere Wärmeausbeute und
durch die geringere Länge des Wärmeübertragers kompensiert. Nach [76] ist aber gleichzeitig anzumer-
ken, dass die thermischen Widerstände der Sondenrohre, der Hinterfüllung und des Erdreichs meistens
viel größer als der Widerstand der Wärmeübertragung zwischen Sole und Sondenrohren sind. Deswegen
verursacht weder eine laminare Strömung einen deutlich höheren Gesamtwiderstand, noch verbessert
eine turbulente Strömung entscheidend die Leistung einer Erdwärmesonde.
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3.3 Wärmeleitung in der Hinterfüllung
In diesem Absatz werden die Modelle behandelt, die die Wärmeübertragung in der Füllung, d. h. in
dem Raum zwischen Sondenrohren und Bohrlochwand, nachbilden. Zuerst werden die charakteristi-
schen Widerstände des Bohrlochs und der Rohre vorgestellt. In Abschnitt 3.3.1 werden die gängigsten
bzw. interessantesten Berechnungsschemata behandelt. Dabei werden auch ihre Beziehungen zu den
charakteristischen Bohrlochwiderständen Rb und Ra angegeben, die einen Bezug für alle Modelle bil-
den. Abschnitt 3.3.2 gibt die Formeln zur Bestimmung dieser charakteristischen Bohrlochwiderstände
wieder. In Abschnitt 3.3.3 werden die angeführten Modelle auf eine beispielhafte Geometrie angewandt
und miteinander verglichen.
Die hier behandelten Modelle müssen stets mit den Modellen der Soleströmung und der Wärmeleitung
im Erdreich gekoppelt werden, um langfristig sinnvolle Ergebnisse liefern zu können. Sie beschreiben den
analytisch am schwierigsten zu berechnenden Teil der Sonde, d. h. die Wärmeübertragung in der geo-
metrisch komplizierten Hinterfüllung. Die Geometrie der einfachen und doppelten U-Sonden, zusammen
mit den in dem Text benutzten Bezeichnungen, wird in Abbildung 3.3.1 für die einfache und doppelte
U-Sonde dargestellt.
Abb. 3.3.1: Bezeichnungen der Sondengeometrie für die einfache und doppelte U-Sonde.
Diese relativ komplizierte Geometrie wird mithilfe weniger Knoten simuliert, die thermische Kapazität
besitzen und miteinander über ein Netzwerk thermischer Widerstände verbunden sind. Das Netzwerk
wird dabei als ein zweidimensionales Netzwerk der Hinterfüllungs- und Erdreichknoten verstanden, die
darüber in Kontakt mit den Berechnungsknoten der Sole treten. Die thermischen Widerstände in einem
Netz sind als Widerstände zu verstehen, die auf die Länge der Sonde oder des berechneten Sondenab-
schittes bezogen werden, d. h. R in m·KW . Der Kontakt erfolgt an der gesamten Länge des Fluidelements,
sodass die Fluidtemperatur als mittlere Soletemperatur tS nach Abschnitt 3.1 dargestellt werden kann.
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Der thermische Widerstand zwischen den Sondenrohren und der Bohrlochwand wird in der Literatur als
flächebezogen Rb (und in dieser Arbeit auch als längebezogen Rb oder absolut Rˆb in jeweils m
2·K
W ,
m·K
W
und KW ) bezeichnet. Er stellt eine charakteristische Größe des Bohrlochs dar, die einen großen Einfluss
auf dessen thermisches Verhalten hat.
Bei der Betrachtung der Sole in den Sondenrohren muss man immer zwischen der nach unten und der
nach oben strömenden Sole unterscheiden, da ihre Temperaturen im Allgemeinen unterschiedlich sind.
Bei einer doppelten U-Sonde werden die gleichgerichteten Stränge in der Mehrheit der Schemata zu
jeweils einem Knoten zusammengefasst, d. h. die Sole, die in zwei Rohren nach unten strömt, wird
von einem Knoten repräsentiert und die Sole, die nach oben strömt, wird von einem anderen Knoten
dargestellt. Man kann auch den Wärmeübertragung zwischen den nach unten und nach oben führen-
den Sondenrohren bestimmen, der durch den thermischen Widerstand zwischen diesen beiden Strängen
charakterisiert wird. Dieser Widerstand wird in der Literatur als Ra (und in dieser Arbeit auch als Ra
oder Rˆa in jeweils m
2·K
W ,
m·K
W und
K
W ) bezeichnet und stellt, ähnlich dem Bohrlochwiderstand Rb, eine
charakteristische Größe des Bohrlochs dar.
Für jedes Bohrloch lassen sich seine charakteristischen Widerstände wie folgt definieren:
· der Bohrlochwiderstand Rb, d. h. der thermische Widerstand zwischen allen Sondenrohren und
der Bohrlochwand. Er kann am einfachsten bestimmt werden, wenn die Soletemperatur in den
nach oben und den nach unten führenden Rohren gleichgesetzt bzw. eine mittlere Soletemperatur
in dem gegebenen Abschnitt der Sonde herangezogen wird.
Rb =
tS − tb
q˙S−b
in m ·KW
bzw.
Rˆb =
tS − tb
Q˙S−b
in KW
wobei
tS – mittlere Soletemperatur in den beiden Strängen
tb – Temperatur der Bohrlochwand
Q˙S−b – Wärmestrom zwischen Bohrlochwand und den beiden Solesträngen in W
q˙S−b – Wärmestrom zwischen Bohrlochwand und den beiden Solesträngen
bezogen auf die Sondenlänge in W/m
Er wird oft zur direkten Modellierung mittels eines einfachen thermischen Widerstandnetzes ver-
wendet, wobei seine Größe aus den Berechnungen des stationären Zustands gewonnen wird [15].
· der innere Widerstand der Sonde Ra, d. h. der thermische Widerstand zwischen den nach oben
und den nach unten führenden Sondenrohren:
Ra =
⏐⏐tS,u − tS,o⏐⏐
q˙S,u−o
in m ·KW
bzw.
Rˆa =
⏐⏐tS,u − tS,o⏐⏐
Q˙S,u−o
in KW
wobei:
tS,u – die mittlere Temperatur der nach unten strömenden Sole
tS,o – die mittlere Temperatur der nach oben strömenden Sole
Q˙S,u−o – Wärmestrom zwischen den beiden Solesträngen in W
q˙S,u−o – Wärmestrom zwischen den beiden Solesträngen
bezogen auf die Sondenlänge in W/m
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Alle hier beschriebenen Modelle bedienen sich der Annahme, dass die Wärmeausbreitung an der Bi-
lanzgrenze zwischen Sole und Sondenrohrwand sowie über die Dicke des Sondenrohres einen radial-
symmetrischen Charakter aufweist. In diesem Fall lässt sich der thermische Widerstand zwischen dem
Fluid und der Wand des Sondenrohres beschreiben als:
Rα =
1
2 · π · r0,i · α (3.3.1)
und der thermische Widerstand des Rohres selbst als:
RR =
1
2 · π · λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
(3.3.2)
3.3.1 Berechnungsschemata des Bohrlochs
Im Folgenden werden die Modelle der Wärmeleitung in der Hinterfüllung sowie die bekannten Berech-
nungsmethoden kurz beschrieben. Die Definitionen der charakteristischen Widerstände des Bohrlochs
werden, wenn möglich, für alle analysierten Modelle vorgestellt. Die Wärmeübertragung in der Hinter-
füllung kann als ein Widerstandsnetzwerk bzw. RC-Schaltung dargestellt werden. Die interessantesten
Schemata solcher Netzwerke sind:
1. lineares Netz (Ein-Punkt-Schaltung)
2. V-Schaltung
3. Dreiecksschaltung bzw. ∆-Schaltung
4. Vier-Punkt-Schaltung
5. Schaltung nach Bauer
6. detaillierte Zerlegung in die Elemente
Alle Modelle nehmen an, dass die Temperaturen der Rohroberflächen sowie die Bohrlochtemperatur
jeweils homogen sind und als einzelne Berechnungsknoten betrachtet werden können. Dies resultiert in 3
Knoten für eine einfache U-Sonde (zwei Rohre und Bohrlochwand) und bis zu 5 Knoten für eine doppelte
U-Sonde (vier Rohre und Bohrlochwand), deren Temperaturen bestimmt werden müssen. Die Rohre, in
denen die Sole nach unten in das Erdreich hineinströmt, werden im Folgenden als Vorlaufleitungen und
die, in denen die Sole nach oben aus dem Erdreich herausströmt, als Rücklaufleitungen bezeichnet.
3.3.1.1 Widerstands- und Kapazitätsnetz – lineare Schaltung
Die lineare Schaltung wird grundsätzlich in zwei Fällen angewandt:
· zur direkten Abbildung einer koaxialen Sonde
· zur vereinfachten Abbildung einer einfachen bzw. doppelten U-Sonde
Im Falle der koaxialen Sonde (siehe Abb. 3.3.2) ist die Berechnung der Wärmeübergabe zwischen Son-
denrohren und dem umgebenden Erdreich ziemlich unkompliziert, wenn ein zylindrisches Koordinaten-
system mit dem Ursprung im Mittelpunkt des Rohres verwendet wird. Unter Annahme der homogenen
Temperaturverteilung in den inneren und äußeren Rohren kann die Wärmeübertragung nur in der ra-
dialen Richtung stattfinden. Der thermische Widerstand kann als Summe der Übergabewiderstände an
Rohrwänden und Wärmeleitung im Fluid approximiert werden.
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So ergibt sich der Widerstand zwischen nach oben und nach unten strömender Sole als:
Ra =
1
2 · π · αi · rx−i,i +
1
2 · π · λr · ln
(
rx−i,a
rx−i,i
) + 12 · π · αa · rx−i,a (3.3.3)
und der Widerstand zwischen der äußeren Fluidschicht und der Bohrlochwand als:
Rb =
1
2 · π · αra · rx−a,i +
1
2 · π · λr · ln
(
rx−a,a
rx−a,i
) +Rk (3.3.4)
Der äußerste Widerstand Rk ist abhängig von der Bauart der Sonde. Er wird gleich null, wenn die Sonde
Abb. 3.3.2: Bezeichnungen der Geometrie einer koaxialen Sonde mit Hinterfüllung (links) und ohne
Hinterfüllung (rechts).
einen sehr guten thermischen Kontakt mit dem umgebenden Boden hat, z. B. wenn sie eingerammt wird.
Wenn zwischen der Sonde und der Bohrlochwand eine Hinterfüllung eingegossen wird oder eine Luft-
schicht mit einer mittleren Stärke von sLuft entsteht, wird es einen merkbaren thermischen Widerstand
geben:
Rk =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1
2·π·λF·ln
(
rB
rx−a,a
) = 1
2·π·λL·ln
(
rx−a,a+sLuft
rx−a,a
) mit Luftschicht
oder Hinterfüllung
0 idealer Kontakt
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
Auch eine U-Sonde kann als lineare Schaltung dargestellt werden, wenn ein Konzept des äquivalenten Ra-
dius eingeführt wird. Es wird angenommen, dass alle Rohre, die sich in einem Bohrloch befinden, zu einem
zentral gelegenen Rohr mit dem Radius req zusammengeführt werden können, wie in Abb. 3.3.3 darge-
stellt. Diese Annahme berührt darauf, dass der Durchmesser der Sondenrohre sehr klein im Vergleich
zu der Sondenlänge ist und dass sie zu einer zentral in der Sondenachse platzierten Linienquelle zusam-
mengefasst werden dürfen. Die Dicke der äquivalenten Hinterfüllung soll den Widerstand des Bohrlochs
abbilden. Aus dieser Annahme resultiert die günstige, weil einfach zu bestimmende, radial-symmetrische
Wärmeausbreitung, die eine Formulierung mit leicht berechenbaren Widerständen ermöglicht.
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Abb. 3.3.3: Bezeichnungen der Geometrie und Schaltungsschema einer Sonde, die mit dem Konzept des
äquivalenten Durchmessers approximiert wird.
Die Fluidtemperatur in dem äquivalenten Rohr wird üblicherweise als arithmetisches Mittel der Tem-
peraturen in allen betrachteten Rohren angenommen:
tS,eq =
tS,o + tS,u
2 (3.3.5)
Die Hinterfüllungstemperatur tF kann definiert werden als
· Oberflächentemperatur der Füllung an der Grenze zwischen Sondenrohr und Füllung. In diesem
Fall:
RS−F = Rα +RR
und:
RF−b =
1
2 · π · λF · ln
(
rb
req
)
· oder als mittlere Temperatur der Füllung. In diesem Fall:
RS−F = Rα +RR +
1
2 · π · λF · ln
(
rZ,1
req
)
und:
RF−b =
1
2 · π · λF · ln
(
rb
rZ,1
)
mit:
rZ,1 =
√
r2b + r2eq
2
In beiden Fällen ist der charakteristische Widerstand des Bohrlochs als Summe der Teilwiderstände
abzubilden:
Rb = RS−F +RF−b (3.3.6)
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Der äquivalente Radius kann auf verschiedene Art und Weise bestimmt werden. Die bekannten Ideen
sind unten aufgezählt:
1. Radius des Kreises, dessen Oberfläche gleich der Summe der Oberflächen aller Sondenrohre ist
(zitiert von Bandyopadhyay [8] und Yavuzturk [124] als Formel von Bose [19]). Der Vorteil die-
ser Lösung liegt darin, dass man die Rohre mit dem gleichen äquivalenten Durchmesser auch an
der Soleströmungsseite modellieren kann, weil die gleichen Massenströme in dem gleichen Durch-
messer auch die gleichen Strömungsgeschwindigkeiten erreichen werden. Die Masse und damit
auch die thermische Kapazität der Sole und der Hinterfüllung können direkt mit dem äquivalen-
ten Durchmesser ermittelt werden und bleiben physikalisch korrekt. Die Wärmeübergangsfläche
stimmt dagegen nicht. Die thermischen Widerstände entsprechen im Allgemeinen nicht den realen
Werten.
req =
{ √
2 · r0 für einfache U-Sonde
2 · r0 für doppelte U-Sonde
}
2. Radius des Kreises, dessen Umfang gleich der Summe der Umfänge aller Sondenrohre ist. Die
Wärmeübergabefläche entspricht dem realen Wert. Dafür sind der Querschnitt des Rohres und
damit die Masse und die thermische Kapazität der Sole und Hinterfüllung, die mit diesem Radius
bestimmt wurden, nicht mehr realistisch. Die thermischen Widerstände entsprechen auch nicht
zwingend den realen Werten.
req =
{
2 · r0 für einfache U-Sonde
4 · r0 für doppelte U-Sonde
}
3. eine Definition von Gu und O’Neal [52], die aus der Analyse der stationären Wärmeleitung abge-
leitet wird und auch von Young ([127]) benutzt wird:
req =
√
8 · r0 · rD
Sie ist für die einfachen U-Sonden abgeleitet worden. Es ist nicht bekannt, inwieweit diese Definition
für die doppelte U-Sonden anwendbar ist.
4. eine Definition von Kavanaugh [74], die nach Bandyopadhyay [8] angegeben wird:
req =
√
2 · r0 + rD − r02
betrifft ebenso die einfachen U-Sonden.
5. eine universelle Definition von Bandyopadhyay [8], die aber die Kenntnis über den Bohrlochwider-
stand voraussetzt, ist:
req = rb · exp (−Rb · 2 · π · λF)
6. Radius des Sondenrohrs, der ungefähr dem Radius des hydraulischen Durchmessers aller Sonden-
rohre entspricht:
req = r0,a ≈ r0,i = 12 · dhydr
wobei:
dhydr =
4 ·A
L =
4 · nRohre · π · r20,i
nRohre · 2 · π · r0,i = 2 · r0,i
Wenn die Dicke des Sondenrohrs vernachlässigt wird, d. h. r0,a = r0,i, bekommt man den Außen-
radius des Sondenrohrs.
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Die Radii der Sondenrohre r0, die in den Formeln der Punkte 1 bis 5 verwendet werden, müssten eigentlich
die inneren Durchmesser r0,i sein.
Manche Autoren vernachlässigen aber den thermischen Widerstand der Sondenrohre und nutzen den
äußeren Radius r0,a. In diesem Fall addieren sie zum Bohrlochwiderstand die in Gl. 3.3.1 und 3.3.2
definierten Widerstände.
Abb. 3.3.4: Bezeichnungen der Geometrie und Schaltungsschema einer Sonde, die mit der linearen Schal-
tung nach Koenigsdorff [77] approximiert wird.
Es ist zu bemerken, dass alle bisher erwähnten Autoren, die sich mit der linearen Schaltung beschäftigt
haben, einen Berechnungsknoten für die Hinterfüllung vorgesehen haben, der eine thermische Kapazität
besaß. Dies ist aber nicht zwingend notwendig, wie das Modell von Koenigsdorff [77] zeigt. Die von
diesem Modell benutzte Schaltung ist in Abb. 3.3.4 zu sehen. Sie nutzt den Bohrlochwidestand, um die
mittlere Temperatur des Sondenfluides mit der Temperatur der Bohrlochwand auf die einfachste Art
und Weise zu verbinden.
Es ist anzumerken, wie die lineare Schaltung in die in Abschnitt 3.1 beschriebene Soleströmungsmodelle
zu integrieren ist. Die wichtigste Größe ist dabei der Wärmestrom über die Rohrwand Q˙ZU in Gl. 3.1.1.
Hier muss eine Unterscheidung vorgenommen werden in Abhängigkeit davon, was die lineare Schaltung
modelliert:
· bei der Abbildung einer Koaxialsonde müssen separate Bilanzen für die nach oben und nach
unten strömende Sole aufgestellt werden. Die Sole in dem inneren Rohr der Sonde nutzt:
Q˙ZU,Innenrohr = Q˙NR =
tS,auβen − tS,innen
RˆIN
= tS,auβen − tS,innen
Rˆa
mit RˆIN = Rˆa = ∆L · Ra und Ra nach der Gl. 3.3.3. Die Sole in dem Außenrohr bzw. im Ringspalt
nutzt wiederum:
Q˙ZU,Ringspalt = Q˙HE + Q˙NR = tb−tS,auβenRˆES +
tS,innen−tS,auβen
RˆIN
= tb−tS,auβen
Rˆb
+ tS,innen−tS,auβen
Rˆa
mit RˆES = Rˆb = ∆L · Rb und Rb nach Gl. 3.3.4.
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· bei der vereinfachtenAbbildung einer U-Sonde werden die nach oben und nach unten führenden
Solestränge zusammengefasst und besitzen eine äquivalente, mittlere Fluidtemperatur tS,eq nach
Gl. 3.3.5. Die über die Rohrwand zugeführte Wärme wird bestimmt nach Gl. 3.1.4 mit der dort
beschriebenen Einzigartigkeit der linearen Schaltung, aus der folgt, dass:
Q˙ZU = Q˙HE =
tb − tS,eq
RˆES
= tb − tS,eq
Rˆb
mit Rb nach Gl. 3.3.6. Die Bestimmung der Temperaturen der nach oben und nach unten strö-
menden Sole erfolgt separat unter Annahme, dass es keine direkte Wärmeübertragung zwischen
den Solesträngen gibt:
Q˙NR ̸= 0
Die Lineare Schaltung kann in diesem Fall auch als eine V-Schaltung bezeichnet werden.
3.3.1.2 Widerstands- und Kapazitätsnetz – Dreiecks-Schaltung bzw. ∆-Schaltung
Diese Schaltung genießt die größte Popularität unter den Modellierern und wird relativ oft verwendet.
Sie wurde ausführlich analysiert von Hellström in seiner Dissertation [59]. Sie berücksichtigt die thermi-
sche Kopplung zwischen den benachbarten Solesträngen und der Bohrlochwand (siehe Abb. 3.3.5).
Abb. 3.3.5: RC-Netz für eine ∆-Schaltung.
Die ausführliche Ableitung der charakteristischen Widerstände dieser Schaltung R∆11 und R∆12 findet in
den Abschnitten 3.3.2.2 und 3.3.2.3 sowie in Anhang A statt. Hier werden ihre Beziehungen zu den
charakteristischen Widerständen des Bohrlochs Rb und Ra angegeben, sowie die Art und Weise, wie sie
mit den Soleströmungsmodellen aus Abschnitt 3.1 zu verbinden sind.
Der Bezug der Widerstände R∆11 und R∆12 zu dem charakteristischen Widerstand des Bohrlochs Rb lässt
sich durch die Gleichsetzung der Soletemperaturen
tS,o = tS,u = tS
und die anschließende Berechnung des äquivalenten Widerstandes der ∆-Schaltung bestimmen. Es wird
eine parallele Verbindung der Widerstände R∆11 und R∆22 ergeben.
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Wenn die Platzierung der Sondenrohre in der Sonde symmetrisch ist, was in der Mehrheit der Fälle
angenommen wird, bekommt man:
R∆11 = R∆22
und aus
1
Rb
=
{ 1
R∆11
+ 1R∆22 für eine 1U-Sonde1
R∆11
+ 1R∆22 +
1
R∆33
+ 1R∆44 für eine 2U-Sonde
}
bekommt man:
Rb =
R∆11
nRohre
(3.3.7)
wo nRohre die Anzahl der Rohrstücke in dem Sondenquerschnitt angibt, d. h. 2 Rohre in 1U-Sonde und
4 Rohre in 2U-Sonde.
Der Bezug der Widerstände R∆11 und R∆12 zu dem charakteristischen Widerstand des Bohrlochs Ra lässt
sich durch die Annahme, dass die Bohrlochtemperatur tb ein mitschwingender Knoten ist, gewinnen. Es
ergibt sich dadurch wieder eine parallele Verbindung der nach oben mit der nach unten strömenden Sole,
zuerst direkt über den Widerstand R∆12 und dann über eine serielle Verbindung von zwei Widerständen
R∆11, sodass für eine 1U-Sonde:
1
Ra
= 1
R∆12
+ 1
R∆11 +R∆11
= 2 · R
∆
11 +R∆12
2 · R∆11 · R∆12
woraus folgt:
Ra =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
2·R∆11·R∆12
2·R∆11+R∆12
für eine 1U-Sonde
R∆11·R∆12·R∆13
R∆12·R∆13+2·R∆11·R∆12+2·R∆11·R∆13
für eine 2U-Sonde mit benachbarten
Strängen gleicher Temperatur
R∆11·R∆12
R∆12+4·R∆11
für eine 2U-Sonde mit abwechselnd ein-
geordneten Strängen gleicher Tempera-
tur
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.3.8)
Die Ableitung der Formel für die 2U-Sonde ist in Anhang A zu finden. Im Umkehrschluss ergibt sich
aus den oben angeführten Formeln:
R∆11 = nRohre · Rb (3.3.9)
und für eine 1U-Sonde:
R∆12 =
2 · R∆11 · Ra
2 · R∆11 − Ra
(3.3.10)
Die Anbindung der ∆-Schaltung an die Soleströmungsmodelle aus Abschnitt 3.1 erfolgt über die Glei-
chungen 3.1.1, 3.1.4, 3.1.5 und 3.1.6, wobei die Widerstände des Strömungsmodells definiert werden
als:
RES = R∆11
und:
RIN = R∆12
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Bei einer 2U-Sonde kann der Widerstand zwischen den Solesträngen unter Umständen auch
RIN = R∆13
betragen, was z. B. in folgender Formulierung für die Wärmeübertragung zwischen den Strängen der
Sonde für den Strang 1 resultieren kann:
Q˙NR,1 =
tS,2 − tS,1
Rˆ∆12
+ tS,3 − tS,1
Rˆ∆13
+ tS,4 − tS,1
Rˆ∆12
weil Rˆ∆14 = Rˆ∆12.
In der Mehrheit der Anwendungen werden bei der Modellierung einer 2U-Sonde die jeweils zwei Stränge
mit der nach unten und nach oben strömenden Sole zusammengefasst. Dadurch wird angenommen, dass
z. B. bei den abwechselnd zugeordneten Strängen gleicher Temperatur tS,1 = tS,3 und tS,2 = tS,4 sind.
Das Verhalten einer 2U-Sonde wird folglich mit dem Schema für die 1U-Sonde berechnet. Angepasst
werden nur die charakteristischen Widerstände des Bohrlochs Ra und Rb, was in geänderten Werten der
Widerstände R∆11 und R∆12 in dem Schema der 1U-Sonde resultiert.
Die ∆-Schaltung ist auf festen theoretischen Grundlagen aufgebaut und wurde in der Literatur aus-
führlich analysiert. Sie ist auch einfach anzuwenden und zu einem gewissen Grad intuitiv. Zu ihren
Nachteilen zählt, dass sie das dynamische Verhalten der Hinterfüllung nicht abbilden kann und dadurch
zur Modellierung kurzzeitiger Effekte, wie z. B. Anfahrvorgänge oder Belastung mit kurzzeitigen und
stark schwankenden Lasten, wenig geeignet ist.
3.3.1.3 Vier-Punkt-Schaltung
In diesem Lösungsschema, das von Lamarche et al. [83] vorgeschlagen wurde, ist die Kopplung innerhalb
des Bohrlochs mithilfe von vier Knoten nachgebildet. Die Temperatur der Bohrlochwand ist nachgebildet
mit zwei Knoten mit verschiedenen Temperaturen tb1 und tb2, die die mittleren Temperaturen der zwei
Hälften des Umkreises des Bohrlochs darstellen (siehe Abb. 3.3.6).
Abb. 3.3.6: Schaltungsschema in Vier-Punkt-Schaltung. Die Temperaturen tb1 und tb2 sind als mittlere
Temperaturen von jeweils der Hälfte des Bohrlochumkreises zu verstehen.
3.3.1 BERECHNUNGSSCHEMATA DES BOHRLOCHS 73
Die Widerstände werden durch numerische Untersuchungen mit den folgenden Formeln ermittelt:
RS−b =
tS,u + tS,d − [tb1 + tb2]
q˙b1 + q˙b2
Rb1−b2 =
2 · (tb1 − tb2)
q˙b1 − q˙b2 − tS,u−tS,d−[tb1−tb2]RS−b
Ru−d =
2 · (tS,u − tS,d)
q˙b1 − q˙b2 − tS,u−tS,d−[tb1−tb2]RS−b
Die Temperatur rund um die Sonde kann erst in einem gewissen Abstand von der Sonde als homogen
angenommen werden. Diese Asymmetrie des Temperaturfeldes hebt dieses Modell hervor. Dadurch lässt
sich in vielen Fällen das unphysikalische Ergebnis eines negativen Widerstandes zwischen den beiden
Strängen der Sonde vermeiden, das von der Mittelung der Bohrlochwandtemperatur hervorgerufen wird
(nach [83]). Leider wurde kein direkter Berechnungsalgorithmus zur Bestimmung der Bohrlochwider-
stände für diese Schaltung gefunden.
3.3.1.4 Schaltung von Bauer et al.
Bauer et al. [10] stellten ein Modell vor, in dem die thermische Kapazität der Hinterfüllung berücksichtigt
wird und dadurch deutlich schneller konvergiert, als es bei den anderen Modellen der Fall ist. Das
Schaltbild für dieses Modell ist in Abbildung 3.3.7 dargestellt.
Abb. 3.3.7: Berechnungsnetze für einfache und doppelte U-Sonden in dem Schema von Bauer et al. [10].
Die gestrichelten Linien geben die Grenzen der Umgebungsregionen der Rohre wieder.
74 3.3. WÄRMELEITUNG IN DER HINTERFÜLLUNG
In diesem Modell wird angenommen, dass die Hinterfüllung in symmetrische Regionen unterteilt werden
kann, deren Anzahl der Anzahl der Rohre entspricht. Jede Region bildet mit ihrer mittleren Temperatur
das Verhalten der Umgebung eines Rohres ab. Dadurch erfolgt die Wärmeübergabe nicht mehr zwischen
den Rohren, sondern zwischen Rohren und ihren Umgebungsregionen, die sie dann weiter untereinander
und an die Bohrlochwand abgeben. Die Umgebungsregionen der Rohre verfügen über physikalische Ei-
genschaften und bilden somit das dynamische Verhalten der Erdsonde deutlich besser ab. Die thermische
Kapazität dieser Umgebungsregionen wird definiert als [10]:
Ci = Vi · ϱF · cp,F = π ·
(
r2b
nRohre
− r20,a
)
· ϱF · cp,F
wobei:
nRohre =
{
2 bei einfacher U-Sonde
4 bei doppelter U-Sonde
}
– Anzahl der Rohre und somit der Umgebungsregionen.
Der Nachteil der Methode liegt vor allem in der Annahme einer homogenen Bohrlochwandtemperatur, die
die Temperaturunterschiede zwischen den Umgebungsregionen der Rohre wieder glättet. Diese Annahme
erlaubt gleichzeitig eine relativ einfache Formulierung zur Definition der thermischen Widerstände.
Die Widerstände im Schema von Bauer et al. werden unter Annahme von Symmetrie definiert als:
RS−F =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
2·π·r0,i·α +
1
2·π·λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
+ xU · R1UF für einfache U-Sonde
1
2·π·r0,i·α +
1
2·π·λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
+ xU · R2UF für doppelte U-Sonde
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
RF−b =
{ (
1− xU) · R1UF für eine einfache U-Sonde(
1− xU) · R2UF für eine doppelte U-Sonde
}
RF−F =
2 · RF−b ·
(
R1Uar − 2 · xU · R
1U
F
)
2 · RF−b − R1Uar + 2 · xU · R
1U
F
RF−F1 =
2 · RF−b ·
(
R2Uar,1 − 2 · xU · R
2U
F
)
2 · RF−b − R2Uar,1 + 2 · xU · R
2U
F
RF−F2 =
2 · RF−b ·
(
R2Uar,2 − 2 · xU · R
2U
F
)
2 · RF−b − R2Uar,2 + 2 · xU · R
2U
F
wobei:
xU =
ln
( rZ,1
req
)
ln
( rb
req
) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ln
(√
r2b+2·r
2
0,a
2·r0,a
)
ln
(
rb√
2·r0,a
) für einfache U-Sonde
ln
(√
r2b+4·r
2
0,a
2·√2·r0,a
)
ln
( rb
2·r0,a
) für doppelte U-Sonde
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
req =
{ √
2 · r0,a für einfache U-Sonde
2 · r0,a für doppelte U-Sonde
}
– äquivalenter Radius nach der
Methode 1 (Seite 68).
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rZ,1 =
√
r2b+r2eq
2 – Radius, auf dem sich der Berechnungsknoten befindet.
R1UF =
arccosh
(
r2b+r
2
0,a−r
2
D
2·rb·r0,a
)
2·π·λF ·
(
1, 601− 0, 888 · rDrb
)
R2UF =
arccosh
(
r2b+r
2
0,a−r
2
D
2·rb·r0,a
)
2·π·λF ·
(
3, 098− 4, 432 · rDrb + 2, 364 ·
r2D
r2b
)
R1Uar =
arccosh
(
2·r2D−r
2
0,a
r20,a
)
2·π·λF
R2Uar,1 =
(2+√2)·R2UF ·
(
Ra− 12·π·r0,i·α−
1
2·π·λR ·ln
( r0,a
r0,i
))
R2UF +Ra− 12·π·r0,i·α−
1
2·π·λR ·ln
( r0,a
r0,i
)
R2Uar,2 =
√
2 · R2Uar,1
Es ist ersichtlich, dass die Formel für die Hilfsvariable R2Uar,1 einer doppelten U-Sonde die Angabe des
inneren Widerstandes der Sonde Ra verlangt. Wenn man die charakteristischen Variablen bestimmt und
sie kennt, können auch einige der oben vorgestellten Variablen auf die einfachere Art und Weise definiert
werden:
R1Uar = Ra − 2 ·
[
1
2·π·r0,i·α +
1
2·π·λR · ln
(
r0,a
r0,i
)]
R1UF = 2 · Rb − 12·π·r0,i·α − 12·π·λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
R2UF = 4 · Rb − 12·π·r0,i·α − 12·π·λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
Wenn der Bohrlochwiderstand Ra klein wird, kann dies zu rechnerisch negativen Werten des Widerstands
R1Uar bzw. R2Uar führen. Bauer nutzt zur Bestimmung des Widerstands Ra die Methode der Multipole nach
Hellström. Um die negativen Widerstände zu vermeiden, schlagt er die Verminderung des Koeffizienten
xU vor, bis die Widerstände positiv sind. Leider gibt er keine Vorschrift für seine sinnvolle Anpassung
an. Es gibt nur bekannt, dass der Koeffizient xU nicht negativ sein darf:
xU ≥ 0
Bei der Nachbildung dieser Methode wurde davon ausgegangen, dass die Widerstände RF−F1 und RF−F2
sich um nicht mehr als Faktor 10 voneinander unterscheiden dürfen und positiv sein müssen. Die negati-
ven Widerstände werden von Bauer, trotz ihrer physikalischen Unstimmigkeit, für nötig zur Abbildung
mancher Bohrlochgeometrien gehalten. Sie führen im Allgemeinen zur numerischen Unstabilität des
Modells und sollen möglichst vermieden werden.
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3.3.2 Berechnung der charakteristischen Größen des Bohrlochs
Um die oben vorgestellten Berechnungsschemata nutzen zu können, ist die Kenntnis der charakteristi-
schen Widerstände des Bohrlochs notwendig. Ihre Bestimmung ist nach mehreren Verfahren möglich,
die im Folgenden vorgestellt werden
1. Methode der Formfaktoren nach Glück
2. Methode der Linienquellen
3. Methode der Multipole
4. Methode von Huber
5. Methode von Bauer
Die oben genannten Methoden werden erläutert und zur Berechnung der charakteristischen Bohrloch-
widerstände einer Geometrie benutzt, die in Tabelle 3.3.2 nach der Geometrie aus Abb. 3.3.1 aufgelistet
wurden.
Tabelle 3.3.2: Geometrie und Stoffeigenschaften der beispielhaft berechneten Sonde in Bezug auf
Abb. 3.3.1.
Beschreibung Symbol Wert Einheit
GEOMETRIE
Innenradius des Sondenrohres r0,i 13,1 mm
Außenradius des Sondenrohres r0,a 16,0 mm
Abstand zwischen Sondenmitte und Sondenrohrmitte rD 26,5 mm
Bohrlochradius rb 55,0 mm
STOFFEIGENSCHAFTEN
Wärmeübergangskoeffizient im Sondenrohr α 125,95 Wm2·K
Wärmeleitfähigkeit des Sondenrohres λR 0,35 Wm·K
Wärmeleitfähigkeit der Hinterfüllung λF 0,81 Wm·K
Wärmeleitfähigkeit des Erdreichs λE 2,00 Wm·K
ROHRWIDERSTÄNDE
Widerstand der Wärmeübergabe im Sondenrohr Rˆα 0,096461 KW
Widerstand der Sondenrohrwand RˆR 0,090935 KW
3.3.2 BERECHNUNG DER CHARAKTERISTISCHEN GRÖ�EN DES BOHRLOCHS 77
3.3.2.1 Methode der Formfaktoren
Glück (siehe [44]) und Paul ([100] zitiert von Young [127]) haben vorgeschlagen, die zweidimensionale
Wärmeübertragung zwischen Sondenrohren und Bohrlochwand mithilfe der Erweiterung der Metho-
de der Formfaktoren zu lösen. Der gegenseitige Einfluss der Knoten wird aufgrund ihrer Position und
Stoffeigenschaften entweder analytisch (bei Hahne und Grigull [55], Hahne [54] und Paul [100]) oder
numerisch (bei Bauer [9] und bei Glück [44]) bestimmt. Die Dynamik des Wärmeleitungsprozesses in
der Hinterfüllung sowie seine thermische Trägheit finden in dieser Methode keine Berücksichtigung. Die
Übertragung der Wärme von den Sondenrohren zu der Bohrlochwand bzw. umgekehrt findet in diesem
Modell in einem unendlich kleinen Zeitintervall statt und ist gleich der Wärme, die im stationären Zu-
stand übertragen wird. Der daraus stammende Fehler wird bei der Betrachtung der Sole mit konstanten
bzw. sich langsam und kontinuierlich verändernden Temperaturen vernachlässigbar klein. Anders gesagt
ist dieses Modell zur Modellierung der Anfahrprozesse nicht geeignet.
Glück [44] hat ein Modell entwickelt, das die Zusamenhänge in einem Bohrloch am umfangreichsten
unter den oben erwähnten Modellen beschreibt, indem es die Interaktion zwischen den Solesträngen
mitberücksichtigt. Es definiert zuerst eine dimensionslose Übertemperatur:
Θ = tR,u − tbtR,o − tb
die zur Berechnung der Formfaktoren dienen kann:
Su = bS,1 + aS,1 ·Θ−1 = Q˙u
λF ·∆L · (tR,u − tb)
So = bS,2 + aS,2 ·Θ = Q˙o
λF ·∆L · (tR,o − tb)
wobei:
tR,u, tR,o die Rohraußenwandtemperaturen der nach unten und nach oben führenden Stränge,
Q˙u, Q˙o die Wärmeabgabe der nach unten und nach oben führenden Stränge,
tb als homogen angenommene Temperatur der Bohrlochwand und
Su ,So Formfaktoren für die nach unten und nach oben führende Rohre sind.
Die Koeffizienten zur Bestimmung der Formfaktoren für eine einfache und doppelte U-Sonde können
mithilfe eines Programms bestimmt werden, das von Glück in [44] beschrieben und als ausführbare
Datei zugänglich gemacht wurde. In manchen Fällen ist die Bestimmung der Formfaktoren mit den
analytisch gewonnenen Formeln möglich, die in [55] tabellarisiert wurden. Leider trifft dies nicht für den
Fall der einfachen und doppelten U-Sonden zu, wo die Faktoren numerisch ermittelt werden müssen.
Mit den Formfaktoren und bekannten Temperaturen können die Wärmeströme bestimmt werden (aus
[43]):
Q˙u = λF ·∆L · Su · (tR,u − tb) = λF ·∆L · [aS,1 · (tR,o − tb) + bS,1 · (tR,u − tb)]
= λF ·∆L · (aS,1 + bS,1) · (tR,u − tb) + λF ·∆L · aS,1 · (tR,o − tR,u) (3.3.11)
Q˙o = λF ·∆L · So · (tS,o − tb) = λF ·∆L · [aS,2 · (tR,u − tb) + bS,2 · (tR,o − tb)]
= λF ·∆L · (aS,2 + bS,2) · (tR,o − tb) + λF ·∆L · aS,2 · (tR,u − tR,o) (3.3.12)
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Die thermischen Widerstände beim Wärmedurchgang von der Sole zu der Außenwand des Rohres können
berücksichtigt werden durch:
Q˙u =
tR,u − tS,u
Rˆα + RˆR
Q˙o =
tR,o − tS,o
Rˆα + RˆR
Dabei sind:
tS,u und tS,o die Temperaturen der Sole in den nach unten und nach oben führenden Rohren,
Rˆα = 12·π·r0,i·∆L·α der Wärmeübergangswiderstand zwischen Sole und Rohrwand (siehe Gl. 3.3.1),
RˆR = 12·π·λR·∆L · ln
(
r0,a
r0,i
)
der Wärmeübergangswiderstand im Sondenrohr (siehe Gl. 3.3.2).
Durch das Einsetzen der Gleichungen
tR,u = tS,u + Q˙u ·
(
Rˆα + RˆR
)
tR,o = tS,o + Q˙o ·
(
Rˆα + RˆR
)
in die Gleichungen 3.3.11 und 3.3.12 bekommt man:
Q˙u =
tS,u − tb
Rˆ∆11
+ tS,u − tS,o
Rˆ∆12
Q˙o =
tS,o − tb
Rˆ∆21
+ tS,o − tS,u
Rˆ∆22
mit:
Rˆ∆11 =
[1−Ψ · bS,1] · [1−Ψ · bS,2]− aS,1 · aS,2 · [Ψ]2
λF ·∆L · [aS,1 + bS,1 +Ψ · (aS,1 · aS,2 − bS,1 · bS,2)] (3.3.13)
Rˆ∆12 =
[1−Ψ · bS,1] · [1−Ψ · bS,2]− aS,1 · aS,2 · [Ψ]2
λF ·∆L · aS,1 (3.3.14)
Rˆ∆21 =
[1−Ψ · bS,1] · [1−Ψ · bS,2]− aS,1 · aS,2 · [Ψ]2
λF ·∆L · aS,2 (3.3.15)
Rˆ∆22 =
[1−Ψ · bS,1] · [1−Ψ · bS,2]− aS,1 · aS,2 · [Ψ]2
λF ·∆L · [aS,2 + bS,2 +Ψ · (aS,1 · aS,2 − bS,1 · bS,2)] (3.3.16)
und:
Ψ = λF ·∆L ·
(
Rˆα + RˆR
)
Wenn die Sondenrohre symmetrisch im Bohrloch platziert sind, wird aS,1 = aS,2 und bS,1 = bS,2 und
dadurch auch Rˆ∆11 = Rˆ∆22 und Rˆ∆12 = Rˆ∆21. Die numerische Berechnungsmethode von Glück bezieht sich
also auf ein Modell, das auch als ein Widerstands- und Kapazitätsnetz ausgedrückt werden kann. Es
modelliert eine direkte thermische Verbindung zwischen den einzelnen Sondensträngen und der Bohr-
lochwand und stellt für den Fall einer 1U-Sonde eine Dreiecksschaltung bzw. ∆-Schaltung dar (siehe
Abb. 3.3.5). Die Temperatur der Hinterfüllung stellt in diesem Modell keine unabhängige Variable dar.
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Durch Anwendung der Gleichungen 3.3.7 und 3.3.8, die die ∆-Schaltung beschreiben, können die cha-
rakteristischen Bohrlochwiderstände für dieses Modell aus den Gleichungen 3.3.7 und 3.3.8 für eine
1U-Sonde ermittelt werden:
Rˆb =
1
2 · Rˆ
∆
11 Rˆa =
2 · Rˆ∆11 · Rˆ∆12
2 · Rˆ∆11 + Rˆ∆12
Um eine doppelte U-Sonde zu berechnen, bedient man sich derselben Gleichungen mit Koeffizienten aS
und bS, die für die entsprechende Geometrie mit dem Programm von Glück bestimmt wurden. Die Be-
rechnung erfolgt ausschließlich numerisch mit dem von Glück beschriebenen und gelieferten Programm.
Glück hat also eine alternative numerische Methode zur Berechnung der Bohrlochcharakteristik vorge-
stellt, die alle Vor- und Nachteile der ∆-Schaltung hat.
Tabelle 3.3.3: Geometrie und Stoffeigenschaften der beispielhaft berechneten Sonde in Bezug auf
Abb. 3.3.1.
Größe des Gitterelements ∆x(=∆y)
1
Θ Θ 0,9 mm 0,5 mm 0,2 mm 0,1 mm
Su So Su So Su So Su So
2,0 0,5 4,198 6,314 4,286 6,438 4,328 6,506 4,971 6,885
1,0 1,0 5,609 5,607 5,720 5,720 5,780 5,780 6,247 6,247
0,5 2,0 6,315 4,194 6,438 4,286 6,505 4,329 6,885 4,971
aS,1
( 1
Θ
)
-1,4113 - -1,4346 - -1,4514 - -1,2760 -
bS,1
( 1
Θ
)
7,0205 - 7,1550 - 7,2310 - 7,6230 -
aS,2 (Θ) - -1,4113 - -1,4346 - -1,4513 - -1,2760
bS,2 (Θ) - 7,0205 - 7,1550 - 7,2315 - 7,5230
R∆11 in m·KW 0,18740 0,18740 0,18740 0,18740
R∆12 in m·KW 10,40140 10,63034 10,72804 13,27317
Rb in m·KW 0,09370 0,09370 0,09370 0,09370
Ra in m·KW 0,36176 0,36203 0,36214 0,36450
Um die Werte für das Beispiel zu berechnen, müssen zuerst die Koeffizienten aS und bS mit dem
Programm von Glück numerisch ermittelt werden. Eine solche Berechnung wurde für die verschiede-
nen Auflösungen des in diesem Programm verwendeten rechteckigen, äquidistanten Berechnungsgitters
durchgeführt und die Ergebnisse in Tabelle 3.3.3 dargestellt. Zuerst müssen für die verschiedenen Werte
des Parameters Θ die Koeffizienten Su und So mit dem von Glück bereitgestellten Programm ermittelt
werden. Sie lassen sich, wie von Glück angegeben, als lineare Funktionen von Θ und 1Θ darstellen (siehe
Abb. 3.3.8). Durch die lineare Regression ermittelt man aus ihnen die Werte der Koeffizienten aS,1, aS,2,
bS,1 und bS,2. Wegen der symmetrischen Anordnung der Sondenrohre ist
aS,1 = aS,2 = aS
und
bS,1 = bS,2 = bS
anzunehmen.
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Die vom Programm gelieferten Werte erfüllen dies bis auf die fünfte Nachkommastelle. Wenn die Präzi-
sion geringer sein sollte, werden die Werte von aS, bS als arithmetische Mittel von jeweils aS,1, aS,2 und
bS,1, bS,2 gebildet. Die numerisch ermittelten Werte der Koeffizienten Su und So lassen sich, wie von
Glück angegeben, als lineare Funktionen von Θ und 1Θ darstellen (siehe Abb. 3.3.8).
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Abb. 3.3.8: Verlauf der Koeffizienten So und Su für die Gitterelemente ∆x = 0, 5 mm (farbig) und andere
Größen der Gitterelemente (grau).
Die Ergebnisse des charakteristischen Widerstandes Rb sind bis auf die fünfte Nachkommastelle iden-
tisch, unabhängig von der Genauigkeit der numerischen Berechnung in den Grenzen, die von dem
Glück’schen Programm erlaubt werden. Der Widerstand Ra zeigt eine größere Empfindlichkeit und
variiert sichtbar auf der dritten Nachkommastelle, was die maximalen Unterschiede von weniger als 1 %
zur Folge hat (7,5‰). Im Allgemeinen können sowohl die Berechnungsmethode als auch das Programm
als sehr konsistent und präzise bezeichnet werden.
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3.3.2.2 Methode der Linienquellen
Hellström [59] zeigte in seiner Dissertation eine noch andere Methode der Bestimmung der Bohrloch-
widerstände unter Annahme eines quasi-statischen Wärmeübertragungsprozesses, die er als Methode
der Linienquellen bezeichnete. Er ging von einem thermischen Netzwerk aus, das in Abbildung 3.3.9
dargestellt ist. Im Fall einer einfachen U-Sonde entspricht es einer ∆-Schaltung.
Nach Hellström [59] und Bennet et al. [17] können die Widerstände Ri,j (definiert wie in Abbildung
Abb. 3.3.9: Die thermischen Widerstände innerhalb der Hinterfüllung einer vertikalen U-Sonde.
3.3.9) unter Annahme der stationären Wärmeleitung wie folgt ausgedrückt werden:
Ri,i = Rα +RR +
1
2 · π · λF ·
{
ln
(
rb
r0,a
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b − r2i
)}
+ 12 · π · λE ·
{
ln
(
rc
rb
)}
(3.3.17)
Ri,j =
1
2 · π · λF ·
{
ln
(
rb
ri,j
)
+ σ · ln
(
r2b
|r2b − zi · z¯i|
)}
+ 12 · π · λE ·
{
ln
(
rc
rb
)}
(3.3.18)
σ = λF − λE
λF + λE
(3.3.19)
ri =
√
x2i + y2i – kartesische Koordinaten des i-ten Rohres (3.3.20)
ri,j =
√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 – Abstand zwischen Achsen der Sondenrohre (3.3.21)
zi = xi + i · yi – Koordinaten des i-ten Rohres
in komplexer Ebene (3.3.22)
z¯i = xi − i · yi – komplexe Konjugierte
der Koordinaten des i-ten Rohres (3.3.23)
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Rα =
1
2 · π · r0,i · α – Beitrag des Widerstandes der Wärmeübergabe in das Rohr nach Gl. 3.3.1
RR =
1
2 · π · λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
– Beitrag des Widerstandes der Rohrwand nach Gl. 3.3.2
In Anhang A ist die Ableitung der charakteristischen Widerstände des Bohrlochs für eine einfache (nach
[59]) und doppelte U-Sonde zu finden.
Die Widerstände sind wie folgt definiert:
· in einer einfachen U-Sonde ist der Bohlochwiderstand definiert nach Hellström [59] als:
Rb =
1
4 · π · λF ·
[
ln
(
r2b
2 · r0,a · rD
)
+ σ · ln
(
r4b
r4b − r4D
)]
+ 12 ·
(
Rα +RR
)
(3.3.24)
und der innere Widerstand als:
Ra =
1
π · λF ·
[
ln
(
2 · rD
r0,a
)
+ σ · ln
(
r2b + r2D
r2b − r2D
)]
+ 2 · (Rα +RR) (3.3.25)
Diese Werte weichen für Ra von den Ableitungen aus Anhang A ab, die für den inneren Widerstand:
Ra =
2 · R∆11 · R
∆
12
2 · R∆11 +R
∆
12
=
(
R11
)2 − (R12)2
2 · R11 − R12
mit:
R11 = Rα +RR +
1
2 · π · λF ·
[
ln
(
rb
r0,a
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b − r2D
)]
R12 =
1
2 · π · λF ·
[
ln
(
rb
2 · rD
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b + r2D
)]
angeben.
· in einer doppelten U-Sonde ist der Bohrlochwiderstand definiert als:
Rb =
R11 ·
(
R11 +R13
)− 2 · R212(
R11 − R13
) · [(R11 +R13)2 − 4 · R212]
und der innere Widerstand als:
Ra =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(R11−R13)·
[
(R11+R13)2−4·R212
]
(R11−R13)·(R11−2·R13)+2·R212−2·R12·(R11−R13)
bei Nachbarsträngen
mit gleicher Temperatur
(R11−R13)·
[
(R11+R13)2−4·R212
]
R11·(R11+R13)−2·R212+4·R12(R11−R13)
bei abwechselnden Vor-
und Rücklaufsträngen
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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wobei:
R11 = 12·π·λF ·
{
ln
(
rb
r0,i
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b−r2D
)}
+Rα +RR
R12 = 12·π·λF ·
{
ln
(
rb√
2·rD
)
+ σ · ln
(
r2b√
r4b−r4D
)}
R13 = 12·π·λF ·
{
ln
(
rb
2·rD
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b+r
2
D
)}
Die Teilwiderstände einer ∆-Schaltung bei 1U-Sonde betragen nach Gl. 3.3.9 und 3.3.10:
R∆11 = nRohre · Rb
R∆12 =
2 · R∆11 · Ra
2 · R∆11 − Ra
Bei der 2U-Sonde können diese Gleichungen verwendet werden, wenn sie zu einer 1U-Sonde zusammenge-
fasst werden. Sonst müssen die Formeln A.0.3, A.0.4 und A.0.5 benutzt werden, um die charakteristischen
Widerstände R∆11, R
∆
12 und R
∆
13 aus dem Anhang A zu bestimmen.
Die Widerstände für das Bohrloch aus dem Rechenbeispiel (nach den Eingangsdaten siehe Tab. 3.3.2)
ergeben sich aus Gl. 3.3.24 und 3.3.25 als
Rb = 0, 21634
m ·K
W
Ra = 0, 76676
m ·K
W
und aus Gl. 3.3.9 und 3.3.10 als
R∆11 = 0, 43267
m ·K
W
R∆12 = 0, 40654
m ·K
W
3.3.2.3 Methode der Multipole
Bennet et al. [17] haben eine Methode der Multipole entwickelt, die eine Verallgemeinerung der Me-
thode der Linienquellen darstellt. Sie ist imstande, die zweidimensionale Wärmeübertragung in der
Hinterfüllung zwischen einer beliebigen Anzahl von Rohren und einem Ring, in dem sie sich befinden,
zu berechnen. Die Anzahl der Berechungsknoten ist gleich derjenigen der Methode der Formfaktoren.
Diese Methode nutzt auch die gleiche Annahme einer homogenen Temperaturverteilung am Umfang
jedes der betrachteten Rohre und das gleiche Widerstandsnetzwerk aus Abbildung 3.3.9. Zusammen
mit der Beschreibung der Theorie gaben die Autoren auch ein Fortran-Programm an, das zur Berech-
nung der Multipole und daraus der Transferkoeffizienten benutzt werden kann. Die Methode nutzt die
zwei-dimensionale Lösung der stationären Wärmeleitung in einer komplexen Form, die sich als Summe
der Logarithmischen Funktionen darstellen lässt. Diese Logarithmen werden dann mithilfe der lokalen
Ableitungen in den Rohrzentren (d. h. Multipole) als eine Potenzreihe endlicher Länge bis zum Glied
der gewünschten Ordnung dargestellt.
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Das von Bennet et al. [17] gelistete Programm kann für gegebene Rohrtemperaturen und -geometrien
die von den Sondenrohren im stationären Zustand abgegebenen Wärmeströme (qi) und Koeffizienten
der komplexen Darstellungsform (benannt dort als Pi,k und PCk) der Temperaturlösung bestimmen.
Mithilfe dieses Programms können die charakteristischen Widerstände des Bohrlochs für die höheren
Ordnungen der Multipole bestimmt werden. Um den Bohrlochwiderstand Rb zu bestimmen, müssen
die Sondenrohrtemperaturen gleich zueinander und die Temperatur des äußersten Randes als gleich null
angegeben werden. Dadurch werden die von Sondenrohren abgegebenen Wärmeströme gleich zueinander.
Der Bohrlochwiderstand Rb lässt sich dann bestimmen mit:
Rb =
Rα +RR
2 +
1
4 · π · λF ·
[
ln
(
r2b
2 · r0,a · rD
)
+ σ · ln
(
r4b
r4b − r4D
)
+ 2 · π · λFqi · ηK,i
]
(3.3.26)
wobei ηK die Korrektur für die Multipole der K-ten Ordnung und ℜ (z) den Realteil einer komplexen
Zahl z darstellen:
ηK,i = ℜ
⎡⎢⎣nRohre∑
j=1
j̸=i
K∑
k=1
Pj,k ·
(
r0,a
zi − zj
)k
+
nRohre∑
j=1
K∑
k=1
Pj,k · σ ·
(
r0,a · zi
r2b − zj · zi
)k
+
+
K∑
k=1
PCk · (1− σ) ·
(
zi
rc
)k]
(3.3.27)
qi den Wärmestrom, der bei den gleichen Rohrtemperaturen vom i-ten Rohr abgegeben wird, darstellt
und ℜ (z) den realen Teil von z liefert. Die Werte von qi, Pi,k und PCk werden von dem in [17] gelisteten
Programm berechnet. Alle andere Bezeichnungen entsprechen denen aus den Formeln 3.3.17–3.3.23.
Um den Bohrochwiderstand Ra zu bestimmen, müssen die Sondenrohrtemperaturen gleiche Werte und
entgegengesetzte Vorzeichen besitzen. Die Temperatur des äußersten Randes soll gleich null bleiben. Der
Bohrlochwiderstand Ra lässt sich dann bestimmen mit:
Ra = 2 · Rα + 2 · RR + 1
π · λF ·
[
ln
(
2 · rD
r0,a
)
+ σ · ln
(
r2b + r2D
r2b − r2D
)
+ π · λFq˙i · ηK,i
]
(3.3.28)
mit ηK nach Gl.3.3.27 und q˙i dem Wärmestrom, der bei entgegengesetzten Vorzeichen der Rohrtempe-
raturen vom i-ten Rohr abgegeben wird.
Hellström [59] hat eine weitere Analyse mithilfe dieser Methode betrieben und sie letztendlich dazu
genutzt, eine ziemlich universelle Herangehensweise zur Bestimmung der Wärmewiderstände innerhalb
der Hinterfüllung der Erdsonden zu entwickeln. Durch die Analyse der Schaltungen und das Heranziehen
der Lösungen von Claesson et al. [30] hat Hellström analytische Formeln für die Multipole erster Ordnung
abgeleitet. Sie lassen die charakteristischen thermischenWiderstände in einer Dreiecksschaltung mit einer
höheren Genauigkeit als die Methode der Linienquellen bestimmen:
Ra =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1
π·λF ·
{
ln
(
2·rD
r0,a
)
+ σ · ln
(
1+b2
1−b2
)
−M1
}
+ 2 · Rrc für 1U-Sonde
nach [59]
1
π·λF ·
{
ln
(√
2·rD
r0,a
)
− 12 · ln
(
2·rD
r0,a
)
für 2U-Sonde
−σ2 · ln
(
1+b4
1−b4
)}
+Rrc nach [59]
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(3.3.29)
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mit:
σ = λF−λEλF+λE
b = rDrb
Rrc = Rα +RR = 12·π·α·r0,i +
1
2·π·λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
M1 =
r20,a
4·r2D
·
[
1+σ· 4·r
2
b·r
2
D
r4b−r
4
D
−4·r2D· 1−σ
2
r2c−σ·r20,a
]2
1+2·π·λF·β
1−2·π·λF·β−
r20,a
4·r2D
+σ·
2·r20,a·r
2
b·(r2b+r2D)
(r4b−r4D)
2 −2·r20,a· 1−σ
2
r2c−σ·r20,a
+ 2·r
2
D·(1−σ2)
r2c−σ·r20,a = −ηK,1 ·
π·λF
q˙i
rc − Abstand zwischen Mitte der Sonde und dem äußeren Radius, auf dem eine konstante
Temperatur mit homogener Verteilung angenommen wird.
und:
Rb =
⎧⎪⎨⎪⎩
R∆1
2 für einfache U-Sonde nach [59]
R∆1
4 für doppelte U-Sonde nach [59] und nach [64]
⎫⎪⎬⎪⎭ (3.3.30)
mit:
R∆1 = β + 12·π·λF ·
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ln
(
r2b
2·r0,a·rD
)
+ σ · ln
(
r4b
r4b−r4D
)
−
r20,a
4·r2D
·
[
1−σ· 4·r
4
D
r4b−r
4
D
]2
1+2·π·λF·β
1−2·π·λF·β+
r20,a
4·r2D
·
[
1+σ· 16·r
4
b·r
4
D
(r4b−r4D)
2
]
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
β = 12·π·α·r0,i +
1
2·π·λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
σ = λF−λEλF+λE
Die oben angeführten Gleichungen stellen die Lösung für die Multipole erster Ordnung dar, so wie sie
auch in der Dissertationsschrift von Hellström berechnet wurden. Der Nachteil dieses Ansatzes liegt
darin, dass die Hinterfüllung nur als thermischer Widerstand angesehen wird und seine thermische
Kapazität wie in der Methode der Formfaktoren vernachlässigt bleibt. In vielen Literaturstellen wird
die Lösung von Hellström als die beste Näherung des Bohrlochwiderstandes angegeben. Bennet et al.
halten jedoch erst die Multipole fünfter Ordnung für eine akzeptable Lösung. Sie empfehlen als präzise
erst die Multipole zehnter Ordnung, die sich nur numerisch mithilfe des von ihnen entwickelten und in
[17] gelisteten Programms berechnen lassen.
Tabelle 3.3.5: Die Werte der charakteristischen Bohrlochwiderstände in m·KW nach den Daten aus
Tab. 3.3.2 abhängig von der Ordnung der Multipole und Methode (numerisch oder analytisch).
Beschreibung Rb Ra R
∆
11 R
∆
12
Nach Hellström (Gl.3.3.30, 3.3.29, 3.3.9 und 3.3.10) 0,216083 0,765471 0,43217 6,69231
Multipole 1. Ordnung (numerisch) 0,216083 0,767047 0,43217 6,81474
Multipole 5. Ordnung (numerisch) 0,216163 0,766484 0,43232 6,75121
Multipole 10. Ordnung (numerisch) 0,216163 0,766484 0,43233 6,75121
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Die Widerstände für das Bohrloch aus dem Rechenbeispiel (nach den Eingangsdaten siehe Tab. 3.3.2)
wurden in Tabelle 3.3.5 zusammengefasst. Sie zeigen, dass die Formeln von Hellström für eine relativ
typische Konfiguration bis auf die zweite Nachkommastelle richtig sind und nicht ohne Grund ihre große
Popularität genießen.
3.3.2.4 Methode der thermischen Widerstände nach Huber und Wetter
Huber mit Schuler [69] und Wetter [123] haben Formeln zur Berechnung der charakteristischen Bohr-
lochwiderstände vorgeschlagen, die auf Addition verschiedener thermischer Widerstände für die axial-
symmetrische Wärmeleitung basieren:
Ra =
1
2 · π · r0,i · α +
1
2 · π · λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
+ 12 · π · λF · ln
(
rb − rz,1
r0,a
)
Rb =
⎧⎨⎩
Ra
2 +
1
2·π·λF · ln
(
rb
rz,1
)
– für eine einfache U-Sonde
Ra
4 +
1
2·π·λF · ln
(
rb
rz,1
)
– für eine doppelte U-Sonde
⎫⎬⎭
wobei:
rZ,1 =
{ √
r2b+r
2
0,a
2 − nach den Formeln bzw.
rD − nach den Diagrammen in [63, 69, 123].
}
Die oben angeführten Gleichungen beziehen sich auf einen Widerstand zwischen Hinterfüllung und Bohr-
lochwand. In dem Programm von Huber wurde ein Finite-Differenzen-Ansatz gewählt und der analoge
Widerstand muss noch ein zusätzliches Glied enthalten, sodass in [63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 123] folgende
Formel zu finden ist:
Rb,Huber = Rb +
1
2 · π · λE · ln
(
rz,2
rb
)
mit:
rz,2 =
√
r2b + r22
2
und:
r2 – Radius, der die Abgrenzung des ersten zu berechnenden Ringes im Erdreich
um die Erdsonde darstellt.
req = r0,a – äquivalenter Radius, entspricht dem äußeren Radius des Sondenrohres.
rZ,1 – Radius des Berechnungsknoten der Hinterfüllung.
rZ,2 – Radius des ersten Berechnungsknoten des Erdreichs.
Huber nutzt ein lineares Netzwerk in dem die Widerstände abweichend von den anderen Methoden
definiert werden1 (siehe auch Abb. 3.3.10):
R1 =
1
nRohre
·
[
1
2 · π · α · r0,i +
1
2 · π · λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
+ 12 · π · λF · ln
(
rb − rZ,1
r0,i
)]
= RanRohre
R2 =
1
2 · π ·
[
1
λF
· ln
(
rb
rZ,1
)
+ 1
λE
· ln
(
rZ,2
rb
)]
=
[
Rb − RanRohre
]
+ 12 · π · λE · ln
(
rZ,2
rb
)
1Huber vernachlässigt in seiner Formulierung dieser Gleichungen den thermischen Widerstand der Sondenrohre
1
2·π·λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
= 0 und nutzt anstelle des äußeren Sondenrohrradiuses r0,a stets den inneren Sondenrohrradius r0,i.
Zusätzlich definiert er untypisch den Widerstand der Hinterfüllung.
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Abb. 3.3.10: Graphische Darstellung der thermischen Widerstände im Bohrloch nach dem Modell von
Huber und Wetter. Die Sondenrohre werden zur Widerstandsberechnung zu einer zentralen Rohr zu-
sammengefasst, die in der Mitte eingezeichnet wurde.
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Die Widerstände für das Bohrloch aus dem Rechenbeispiel (nach den Eingangsdaten siehe Tab. 3.3.2)
werden in Tabelle 3.3.6 für unterschiedliche Annahmen zu dem äquivalenten Radius zusammengefasst.
Tabelle 3.3.6: Die Werte der charakteristischen Bohrlochwiderstände in m·KW für eine 1U-Sonde nach den
Daten aus Tab. 3.3.2 nach Methode von Huber, abhängig von dem äquivalenten Radius.
Beschreibung und req-Formel req in m Rb Ra R
∆
11 R
∆
12
Hydraulischer Durchmesser
req = r0,i 0,0131 Nicht berechenbar, weil req = r0,i < r0,a
Nach Huber
req = r0,a 0,016 0,14412 0,16801 0,28824 0,23712
Gleicher Strömungsquerschnitt
req =
√
2 · r0,i 0,018526 0,29774 0,30326 0,59549 0,40685
Gleiche Wärmeübertragungsfläche
req = 2 · r0,i 0,0262 0,34835 0,33137 0,69671 0,43476
Methode von Gu und O’Neal
req =
√
8 · r0,i · rD 0,052699 0,17970 0,20701 0,35940 0,29074
Methode von Kavanaugh
req =
√
2 · r0,i + rD−r0,i2 0,025226 0,36811 0,34064 0,73623 0,44316
Die Werte der Widerstände variieren ziemlich stark in Abhängigkeit davon, welche Formulierung für den
äquivalenten Radius angenommen wird. Im Allgemeinen liegen die mit der Methode von Huber berech-
neten Widerstände auch weit von den Widerstandswerten, die nach den anderen Methoden bestimmt
wurden.
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3.3.2.5 Methode der thermischen Widerstände nach Bauer
Bauer et al. [10] haben für eine einfache U-Sonde eine Methode zur analytischen Berechnung der cha-
rakteristischen Widerstände angegeben, die wie folgt zusammengefasst werden kann:
Rb =
1
2 ·
[
R1UF +
1
2 · π · r0,i · α +
1
2 · π · λR · ln
(
r0,a
r0,i
)]
Ra = R
1U
ar + 2 ·
[
1
2 · π · r0,i · α +
1
2 · π · λR · ln
(
r0,a
r0,i
)]
Es lassen sich auch die charakteristischen Widerstände einer äquivalenten ∆-Schaltung für eine einfache
U-Sonde ermitteln als:
R∆11 = R
1U
F +
1
2 · π · r0,i · α +
1
2 · π · λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
R∆12 =
2 · R∆11 · Ra
2 · R∆11 − Ra
Die hier benutzten Widerstände R1UF und R
1U
ar wurden bei der Erklärung der Schaltung nach Bauer in
Abschnitt 3.3.1.4 definiert.
Die Widerstände für das Bohrloch aus dem Rechenbeispiel (nach den Eingangsdaten siehe Tab. 3.3.2)
betragen nach der Methode von Bauer:
Rb = 0, 20095
m ·K
W
Ra = 0, 80343
m ·K
W
Es ist nicht sinnvoll, alle Teilwiderstände der ∆-Schaltung anzugeben, weil sie mit der Schaltung von
Bauer nicht kompatibel sind. Der Teilwiderstand nach außen würde noch vernünftige Werte von
R∆11 = 0, 40191
m ·K
W
annehmen. Der innere Widerstand würde wegen Division durch einen sehr kleinen Wert völlig unrealis-
tische Größen annehmen:
R∆12 = 1651, 03
m ·K
W
Dies macht deutlich, dass die Schaltungen untereinander nicht austauschbar sind.
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3.3.2.6 Widerstand Rb aus der linearen Schaltung
Es ist auch möglich, den thermischen Widerstand Rb nach der folgenden Gleichung zu bestimmen:
Rb = Rα +RR +
1
2 · π · λF · ln
(
rb
req
)
Daraus folgt der Widerstand zu Hinterfüllungsring mit äquivalentem innerem Radius req als:
R1 =
Rb − 12·π·λF · ln
(
rb
rZ,1
)
nRohre
Problematisch in dieser Schaltung ist, dass sie eigentlich keine physikalische Definition für den ther-
mischen Widerstand zwischen den Sondensträngen vorsieht. Wenn ein RC-Netz gebaut werden soll,
können die Gleichungen aus der Methode von Huber und Wetter oder aus den verschiedenen Methoden
zur Bestimmung der Widerstände in der ∆-Schaltung herangezogen werden.
Man kann auch die Tatsache Nutzen, dass die lineare Schaltung in der Tat eine V-Schaltung darstellt
und den inneren Widerstand definieren als:
Ra =
{
2 · Rb - für die 1U-Sonde.
Rb - für die 2U-Sonde.
}
Bei den einfachen Modellen, die diese Schaltung benutzen, ist es üblicher, aus dem Widerstand Rb und
der Temperaturdifferenz den Wärmeentzug aus der Sonde zu bestimmen, dann unter Nutzung des Mas-
sestromes, die Temperaturspreizung der Sole zu berechnen und sie zu der Eingangstemperatur der Sole
in der Sonde zu addieren. Dadurch wird das Problem der fehlenden inneren Widerstände umgangen.
Die Bohrlochwiderstände einer linearen Schaltung für das Bohrloch aus dem Rechenbeispiel (nach den
Eingangsdaten siehe Tab. 3.3.2) werden in Tabelle 3.3.7 für unterschiedliche Annahmen zu dem äquiva-
lenten Radius zusammengefasst.
Tabelle 3.3.7: Die Werte der charakteristischen Bohrlochwiderstände für eine 1U-Sonde nach den Daten
aus Tab. 3.3.2 in einer linearen Schaltung, abhängig von dem äquivalenten Radius.
Beschreibung und req-Formel req in m Rb in m·KW
Hydraulischer Durchmesser
req = r0,i 0,0131 0,30983
Nach Huber
req = r0,a 0,016 0,29276
Gleicher Strömungsquerschnitt
req =
√
2 · r0,i 0,018526 0,28025
Gleiche Wärmeübertragungsfläche
req = 2 · r0,i 0,0262 0,25068
Methode von Gu und O’Neal
req =
√
8 · r0,i · rD 0,052699 0,19104
Methode von Kavanaugh
req =
√
2 · r0,i + rD−r0,i2 0,025226 0,25391
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3.3.3 Vergleichsbeispiel
Um die Unterschiede zwischen den einzelnen Algorithmen zur Berechnung der charakteristischen Bohr-
lochwiderstände greifbar zu machen, wurde eine Vergleichsrechnung für die in Tabelle 3.3.2 angegebene
Geometrie einer 1U-Sonde erstellt. Erfahrungsgemäß weist der Bohrlochwiderstand Rb Werte von etwa
0,1 m·KW auf, obwohl abhängig von den benutzten Materialien und der Sondengeometrie auch deutlich
davon abweichende Ergebnisse möglich sind. VDI 4640 Teil 2 gibt einen Übersicht der Widerstände, die
bei den üblichen Bauweisen des Bohrlochs auftreten können.
Dieser Wert des Bohrlochwiderstands Rb stellt eine Größe dar, die nur bei einer voll entwickelten, statio-
nären Temperaturverteilung über längere Zeiträume, von Tagen bis Wochen, der Realität entspricht. In
der Anlaufphase, die bei impulsartigem Wärmeentzug aus der Sonde gegeben ist, ist der Bilanzraum für
die Berechnung von Rb zu groß, um sinnvolle Ergebnisse zu generieren. Entweder muss der Widerstand
als eine vom Zustand des Temperaturprofils und somit von der Zeit abhängige Größe definiert werden,
oder es muss ein kleinerer Bilanzraum gewählt und folglich eine Zersplittung des Bohrlochs in kleinere
Elemente (im Sinne von FEM-Elementen oder von Berechnungsknoten in einem RC-Netz) vorgenommen
werden.
Zuerst werden die Formulierungen verglichen, die das Konzept des äquivalenten Durchmessers benutzen.
Sie werden in Abbildung 3.3.11 dargestellt.
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Abb. 3.3.11: Zusammenfassung der charakteristischen Bohrlochwiderstände für die Geometrie nach Ta-
belle 3.3.2 für die Methode der linearen Schaltung und die Methode von Huber und Wetter für verschie-
dene Methoden zur Bestimmung des äquivalenten Durchmessers.
Mit dem steigenden Durchmesser fallen die Widerstände nach der ∆-Schaltung-Methode ab, weil die
Stärke der isolierenden Hinterfüllungsschicht mit wachsendem req immer dünner wird. Die Tendenz ist
völlig anders bei der Methode von Huber und Wetter, wo alle Rbs, die nicht nach der Empfehlung der
Methode berechnet wurden, viel höher ausfallen. In zwei Fällen überlagern sie sich mit den Ergebnissen
nach der ∆-Schaltung-Methode und liegen dabei deutlich über 0,1 m·KW .
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Abb. 3.3.12: Zusammenfassung der charakteristischen Bohrlochwiderstände für die Geometrie einer 1U-
Sonde nach Tabelle 3.3.2 nach verschiedenen Berechnungsmethoden.
Für den weiteren Vergleich werden aus diesen Daten die folgenden Werte ausgewählt:
1. die Werte nach der Methode von Huber und Wetter mit einem äquivalenten Radius, der gleich
dem Außenradius der Sondenrohre ist req = r0,a
2. sowie die Extremwerte aus der ∆-Schaltung-Methode, d. h. äquivalenter Radius nach Gu&O’Neal
als Minimum
3. Rb in einer linearen Schaltung für den äquivalenten Radius, der gleich dem hydraulischen Durch-
messer ist, req = r0,i, als Maximum
Diese Werte werden mit den Werten nach der Methoden der Multipole, der linearen Quellen, von Glück
und von Bauer verglichen. Die Ergebnisse werden in Abbildung 3.3.12 dargestellt und in Tabelle 3.3.8
aufgelistet. Es ist ersichtlich, dass die Methoden der linearen Quellen, von Hellström, der Multipole
und von Bauer sehr ähnliche Ergebnisse für die beiden charakteristischen Widerstände des Bohrlochs
liefern. Tabelle 5 von VDI 4640 Teil 2 gibt für eine ähnliche, einfache U-Sonde aus PE 100 32 x 2,9 den
Widerstand Rb von 0,19 m·KW an, der mit den Ergebnissen dieser Methoden ziemlich gut übereinstimmt.
Die Ergebnisse dieser Methoden liegen auch in der Mitte des Ergebnisfeldes der linearen Schaltung
mit verschiedenen äquivalenten Radien. Die Methode von Gu und O’Neal scheint die am wenigsten von
diesem Niveau abweichenden Ergebnisse zu liefern. Die Methode von Huber ergibt leicht niedrigere Werte
von Rb und deutlich niedrigere Werte von Ra. Die Berechnungsmethode von Glück liefert konsistent
etwa halb so große Werte wie die anderen Methoden. Diese liegen zwar in der als üblich bezeichneten
Größenordnung von 0,1 m·KW , weichen aber von den Normwerten für ähnliche Geometrien ab.
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Tabelle 3.3.8: Zusammenfassung der charakteristischen Bohrlochwiderstände für die Geometrie einer
1U-Sonde nach Tabelle 3.3.2 nach verschiedenen Berechnungsmethoden.
Berechnungsmethode Rb Ra
m·K
W
m·K
W
Glück mit ∆x=0,9 mm 0,093698 0,361756
Glück mit ∆x=0,1 mm 0,093698 0,364499
Linienquellen 0,106022 0,766756
Hellström 0,216083 0,765471
Multipole erster Ordnung 0,216083 0,767047
Multipole zehnter Ordnung 0,216163 0,766484
Bauer 0,200956 0,803434
Huber 0,144122 0,168012
Lineare Schalt. mit req nach Gu und O’Neal 0,191042
Lineare Schalt. mit req = dhydr 0,309825
Es ist verwunderlich, dass zwei gut dokumentierte Methoden, die die Widerstände einer gleichen Schal-
tung bestimmen, zu so unterschiedlichen Ergebnissen führen können. Die theoretischen Grundlagen
beider Verfahren sind gleich hochwertig, wobei nicht alle Arbeitsschritte, insbesondere die numerische
Berechnung der Formkoeffizienten, vollständig nachgeprüft werden konnten. Die Abweichung ist höchst-
wahrscheinlich einem Fehler in der Ableitung der Gleichungen 3.3.13–3.3.16 zuzuschreiben.
Fazit
Es muss davon ausgegangen werden, dass die Bestimmung der Bohrlochwiderstände mit ziemlich großer
Unsicherheit belastete Ergebnisse liefert. Eine Übertragung der Widerstandsberechnungsmethode von
einer zu der anderen Bohrlochschaltung führt zur sichtbaren Verschlechterung der Ergebnisse. Die spä-
tere Validierung in Kapitel 3.4.3 zeigt, dass für die verfügbaren Messdaten alle Schemata relativ ähnliche
Ergebnisse liefern, sodass keine negative Selektion der Verfahren oder der Berechnungsformel stattfin-
den kann. Wegen der spezifischen Konfiguration des Validierungsbeispiels ist leider auch keine positive
Selektion möglich, weil der vermessene Fall eine untypische Bauweise aufweist. Die differenzierten Er-
gebnisse der Widerstandberechnung müssen als Zeichen der modellspezifischen Unsicherheit angesehen
werden. Im Allgemeinen kann die Methode der Multipole empfohlen werden, die die Normwerte am
besten abbildet.
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3.4 Erdreichmodellierung – numerisch
Nachdem das thermische Verhalten der Sole und der Hinterfüllung modelliert wurde, muss man noch
das die Sonde umgebende Erdreich abbilden, um das Modell der Erdwärmesonde mathematisch abzu-
schließen. Das kann nach zwei Schemata erfolgen, die in den Abbildungen 3.0.1 und 3.0.2 dargestellt
wurden. Nach dem ersten Schema (Abb. 3.0.1) werden die Hinterfüllung und das Erdreich rund um die
Sonde mit einem FEM-Programm simuliert, deren Aufbau in Abschnitt 3.4.1 vorgestellt wird. Nach dem
zweiten Schema (siehe Abb. 3.0.2) wird die Sole mit einem der Modelle der Hinterfüllung nach Abschnitt
3.3 gekoppelt, das wiederum mit einem RC-Netzwerk nach dem Abschnitt 3.4.2 integriert ist.
3.4.1 Modellvorstellung FEM
Das Erdreich kann auf einem beschränkten Gebiet rechnerisch in Elemente zerlegt und mit einem FEM-
Algorithmus modelliert werden. Die dabei zu modellierende Gleichung ist:
ϱ · cp · ∂t
∂τ
= ∂
∂x
(
λ · ∂t
∂x
)
+ ∂
∂y
(
λ · ∂t
∂y
)
+ q˙ (3.4.1)
mit den Randbedingungen:
t = tD|ΓD
λ · ∂t
∂n = q˙ = q˙N
⏐⏐⏐⏐
ΓN
und:
λ · ∂t
∂n = α · (t− tR)
⏐⏐⏐⏐
ΓR
Im Folgenden wird eine Formulierung zur näherungsweisen Lösung dieser Gleichung mithilfe der Finiten-
Element-Methode nach Majchrzak und Mochnacki [89] wiedergegeben.
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Die zu lösende Gleichung kann für jedes dreieckiges Element wie folgt aufgeschrieben werden:
Neumann RB  
nNbc∑
b=1
⎧⎨⎩− q˙(b) · L2 ·
⎡⎣ 11
0
⎤⎦⎫⎬⎭+
+
Robin RB  
nRbc∑
b=1
⎧⎨⎩−α(b) · L(b)6 ·
⎡⎣ 2 1 01 2 0
0 0 0
⎤⎦ ·
⎡⎣ t1t2
t3
⎤⎦⎫⎬⎭+
nRbc∑
b=1
⎧⎨⎩α(b) · L(b)2 · t(b)R ·
⎡⎣ 11
0
⎤⎦⎫⎬⎭ =
Wärmeleitfähigkeitsmatrix  
ne∑
e=1
λ(e)
4 ·∆(e) · ([X] + [Y]) ·
⎡⎣ t1t2
t3
⎤⎦+
innere Quellen  
ne∑
e=1
⎧⎨⎩ q˙(e) ·∆(e)3 ·
⎡⎣ 11
1
⎤⎦⎫⎬⎭+
+
ne∑
e=1
⎧⎨⎩ϱ(e) · c(e)p ·∆(e)12 ·∆τ ·
⎡⎣ 2 1 11 2 1
1 1 2
⎤⎦ ·
⎛⎝⎡⎣ tk1tk2
tk3
⎤⎦−
⎡⎣ tk−11tk−12
tk−13
⎤⎦⎞⎠⎫⎬⎭  
Speicherung – zeitliche Änderung
wobei
[X] =
⎡⎣ (x3 − x2)2 (x3 − x2) · (x1 − x3) (x3 − x2) · (x2 − x1)(x1 − x3) · (x3 − x2) (x1 − x3)2 (x1 − x3) · (x2 − x1)
(x2 − x1) · (x3 − x2) (x2 − x1) · (x1 − x3) (x2 − x1)2
⎤⎦
und
[Y] =
⎡⎣ (y2 − y3)2 (y2 − y3) · (y3 − y1) (y2 − y3) · (y1 − y2)(y3 − y1) · (y2 − y3) (y3 − y1)2 (y3 − y1) · (y1 − y2)
(y1 − y2) · (y2 − y3) (y1 − y2) · (y3 − y1) (y1 − y2)2
⎤⎦
Um die Dirichlet-Randbedingung einzuführen, kann man die Zeilen, in denen der Koeffizient α auftritt,
durch α→∞ dividieren, was die Mehrheit der Einträge verschwinden lässt.
Dirichlet RB  
nRbc∑
b=1
⎧⎨⎩−L(b)6 ·
⎡⎣ 2 1 01 2 0
0 0 0
⎤⎦ ·
⎡⎣ t1t2
t3
⎤⎦⎫⎬⎭+
nRbc∑
b=1
⎧⎨⎩L(b)2 · t(b)D ·
⎡⎣ 11
0
⎤⎦⎫⎬⎭ =
⎡⎣ 00
wie oben
⎤⎦
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Nach einer Umstellung ergibt sich:
Wärmeleitfähigkeitsmatrix  
ne∑
e=1
λ(e)
4 ·∆(e) · ([X] + [Y]) ·
⎡⎣ t1t2
t3
⎤⎦+
Speicherung – zeitliche Änderung  
ne∑
e=1
⎧⎨⎩ϱ(e) · c(e)p ·∆(e)12 ·∆τ ·
⎡⎣ 2 1 11 2 1
1 1 2
⎤⎦ ·
⎡⎣ tk1tk2
tk3
⎤⎦⎫⎬⎭
Robin RB  
nRbc∑
b=1
⎧⎨⎩α(b) · L(b)6 ·
⎡⎣ 2 1 01 2 0
0 0 0
⎤⎦ ·
⎡⎣ t1t2
t3
⎤⎦⎫⎬⎭−
nRbc∑
b=1
⎧⎨⎩α(b) · L(b)2 · t(b)R ·
⎡⎣ 11
0
⎤⎦⎫⎬⎭ =
=
ne∑
e=1
⎧⎨⎩ϱ(e) · c(e)p ·∆(e)12 ·∆τ ·
⎡⎣ 2 1 11 2 1
1 1 2
⎤⎦ ·
⎡⎣ tk−11tk−12
tk−13
⎤⎦⎫⎬⎭  
Speicherung – zeitliche Änderung
+
+
ne∑
e=1
⎧⎨⎩ q˙(e) ·∆(e)3 ·
⎡⎣ 11
1
⎤⎦⎫⎬⎭  
innere Quellen
−
nNbc∑
b=1
⎧⎨⎩ q˙(b) · L2 ·
⎡⎣ 11
0
⎤⎦⎫⎬⎭  
Neumann RB
+
Beim Auftreten der Dirichlet-Randbedingung ergibt sich:
Dirichlet RB  
nRbc∑
b=1
⎧⎨⎩L(b)6 ·
⎡⎣ 2 1 01 2 0
0 0 0
⎤⎦ ·
⎡⎣ t1t2
t3
⎤⎦⎫⎬⎭−
nRbc∑
b=1
⎧⎨⎩L(b)2 · t(b)D ·
⎡⎣ 11
0
⎤⎦⎫⎬⎭ =
⎡⎣ 00
wie oben
⎤⎦
3.4.2 Modellvorstellung RC-Netz
Das Verhalten des Erdreichs kann auch mit einem RC-Netz abgebildet werden, das in Abb. 3.4.1 dar-
gelegt wurde. Das Erdreich wird in n Knoten zerlegt, denen die Kapazitäten Ci zugeordnet werden.
Die Kapazität des ersten Knotens wird abhängig von dem benutzten Modell der Hinterfüllung aus Ab-
schnitt 3.3 festgelegt. Die verbleibenden Knoten können nach Huber [68] wie folgt definiert werden:
C2 = ϱE · cp,E · π ·
(
r22 − r21
)
C3 = ϱE · cp,E · π ·
(
r23 − r22
)
...
...
Ci = ϱE · cp,E · π ·
(
r2i − r2i−1
)
...
...
Cn−1 = ϱE · cp,E · π ·
(
r2n−1 − r2n−2
)
Cn = ϱE · cp,E · π ·
(
r2n − r2n−1
)
Durch die Nutzung von:
rZ,i =
√
r2i−1 + r2i
2 i = 2, 3, . . . ,n
r1 = rb
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können die thermischen Widerstande zwischen den Knoten wie folgt definiert werden:
Rˆ3 = 12·π·λE·∆L · ln
(
rZ,3
rZ,2
)
...
...
Rˆi = 12·π·λE·∆L · ln
(
rZ,i
rZ,i−1
)
...
...
Rˆn−1 = 12·π·λE·∆L · ln
(
rZ,n
rZ,n−1
)
Rˆn = 12·π·λE·∆L · ln
(
rn
rZ,n
)
Die ersten zwei Widerstände R1, R2 sind nach dem gewählten Modell aus Abschnitt 3.3 festzulegen bzw.
durch eine andere Widerstandsnetzwerk zu ersetzen.
Abb. 3.4.1: Zerlegung des berechneten Gebiets in einem vereinfachten axial-symmetrischen Schema und
ein Beispiel des linearen Berechnungsnetzes mit Bezeichnungen.
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3.4.3 Validierung der bisher vorgestellten Modelle
Die Validierung der oben aufgeführten Modelle erfolgte durch Vergleich mit den anderen Programmen
und auf der Basis der auf der Oklahoma State University durchgeführten Messungen, deren Ergebnisse
in dem Artikel von Beier et al. [15] zusammen mit den Messdaten in elektronischer Form veröffentlicht
wurden. In dem von Beier et al. durchgeführten Experiment wurden die zeitlichen Änderungen der Tem-
peratur rund um eine im Sand mit bekannten Stoffeigenschaften vergrabene Sonde aufgenommen. Die
Dauer des Versuches betrug ca. 50 Stunden, davon sind ca. 40 Stunden konsistent und gut brauchbar für
die Vergleichsberechnungen. Diese Zeit entspricht ungefähr der Dauer eines Kurzzeit-Thermal-Response-
Tests und ist auch ausreichend zur Validierung der Kurzzeitmodelle.
Das vermessene System bestand aus einer einfachen U-Sonde, die in Abbildung 3.4.2 dargestellt ist. Die
Besonderheit des Sondenaufbaus lag in der Verwendung eines Rohrs aus Aluminium, das die Grenze
zwischen der Hinterfüllung der Sonde und seiner Umgebung dargestellt hat. Dieses Rohr wird weiterhin
als Bohrlochrohr bezeichnet.
Abb. 3.4.2: Detaillierter Aufbau der untersuchten Sonde (oben links), ihre Positionierung in dem Sand-
kasten (oben rechts) und Positionierung der Messstellen (schwarze Punkte) entlang der Sonde (unten).
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Die Abmessungen der U-Sonde und die Eigenschaften der verwendeten Materialien werden in Tabel-
le 3.4.1 dargestellt.
Tabelle 3.4.1: Abmessungen der untersuchten Sonde, des Versuchstandes und die Stoffeigenschaften der
verwendeten Materialien.
Beschreibung Symbol Wert Einheit
Innenradius des Sondenrohres r0,i 0,0136 m
Außenradius des Sondenrohres r0,a 0,0167 m
Innenradius des Bohrlochrohres rAl,i 0,063 m
Außenradius des Bohrlochrohres rAl,a 0,065 m
Länge des vergrabenen Rohres L 18,32 m
Länge des Sandkasten L 18,32 m
Breite des Sandkasten B 1,93 m
Höhe des Sandkasten H 1,93 m
Wärmeträgerfluid, d. h. Wasser
Dichte ϱS 1000 kgm3
spezifische Wärmekapazität cp,R 4900 Jkg·K
mittlerer Massestrom m˙ 0,197 kgs
mittlere Wärmeabgabe der Sonde Q˙AVG 1056 W
mittlere Wärmeabgabe der Sonde q˙AVG 57,64 Wm
Sondenrohr aus HDPE
Wärmeleitfähigkeit λR 0,39 Wm·K
Dichte ϱR 938 kgm3
spezifische Wärmekapazität cp,R 2345 Jkg·K
Hinterfüllung aus Bentonit
Wärmeleitfähigkeit λF 0,73 Wm·K
Dichte ϱF 1180 kgm3
spezifische Wärmekapazität cp,F 3220 Jkg·K
Bohrlochrohr aus Aluminium
Wärmeleitfähigkeit λAl 237 Wm·K
Dichte ϱAl 2700 kgm3
spezifische Wärmekapazität cp,Al 900 Jkg·K
Umgebendes Erdreich, d. h. feuchter Sand
Wärmeleitfähigkeit λE 2,82 Wm·K
Dichte ϱE 1920 kgm3
spezifische Wärmekapazität cp,E 1667 Jkg·K
Im Folgenden wird der Aufbau des Versuchstandes näher erläutert.
Zum Versuch wurde eine Sonde hergestellt, die aus einem Bohrlochrohr aus Aluminium bestand, in
das eine Rohrschlaufe aus HDPE mit den darauf angebrachten Abstandshaltern eingeführt wurde. Der
Leerraum zwischen dem HDPE-Rohr und dem Inneren des Aluminiumrohrs wurde mit Bentonit gefüllt.
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Abb. 3.4.3: Gemessene Ein- und Austrittstemperatur (tIN und tOUT ) aus der Sonde und der Solemas-
sestrom als Funktion der Zeit.
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Weiter wurde ein Kasten aus Holz mit Abmessungen von 1,93 m x 1,93 m x 18,32 m hergestellt. Das
Bohrlochrohr wurde horizontal in dem Kasten platziert, sodass es durch die Mitte der jeweiligen klei-
nen Wand hindurchgeht (Abb. 3.4.2 oben rechts). Die Wände des Kastens wurden mit wasserdichter
Beschichtung aus Plastik versehen. Der Kasten wurde zuerst mit Sand und dann mit Wasser gefüllt.
Der Sandkasten wurde in einem größeren Holzkasten platziert. Der Leerraum zwischen den beiden Käs-
ten wurde mit Luft mit einer konstanten Temperatur belüftet, um den Einfluss der Umgebung auf den
thermischen Prozess in dem Sandkasten zu minimieren.
Die Temperaturen und Massenströme, die in die Versuchssonde eingespeist wurden, werden zusammen
mit der gemessenen Austrittstemperatur aus der Sonde in Abbildung 3.4.3 dargestellt. Die mittlere
Spreizung während des Versuches betrug 1,283 K und der mittlere eingespeiste Wärmestrom betrug
11,32 kW.
3.4.3.1 Validierung des FEM-Modells
Das in Abschnitt 3.4.1 beschriebene FEM-Modell wurde validiert, indem
1. seine Ergebnisse mit den Ergebnissen eines bekannten und anerkannten numerischen Berechnungs-
programms CalculiX CrunchiX verglichen wurden. Dabei wurden die beiden Modelle mit einem
nahezu identischen Gitter berechnet,
2. dieses Modell mit den Modellen der Soleströmung nach Abschnitt 3.1 und der Wärmeübergabe
zwischen Sole und der Rohrwand nach Abschnitt 3.2 gekoppelt (siehe Abb.3.0.1) und zur Nach-
rechnung der Ergebnisse des Experiments von Beier et al. [15] benutzt wurde.
Vergleich mit CalculiX CrunchiX
Das Programm CalculiX wurde entwickelt von Guido Dhondt [33] sowie Klaus Wittig und dient der
Berechnung der Dynamik dreidimensionaler Strukturen. Eine ausführliche Beschreibung des Programms
und der benutzten Algorithmen ist im Buch von Dhondt [33] und auf der Webseite des Programms [34] zu
finden. Das Programm kann thermomechanische Berechnungen durchführen und auch zur Berechnung
der Wärmeleitung benutzt werden. Mithilfe des graphischen Preprozessors dieses Programms, CalculiX
GraphiX, wurde eine Geometrie erstellt, die in 3.4.4 dargestellt wurde. Die zu modellierende Erdschicht
stellt ein zweidimensionales Wärmeleitungsproblem dar, muss aber als eine dreidimensionale Struktur
modelliert werden, um von CalculiX CrunchiX berechnet werden zu können. Die Dicke der modellierten
Erdschicht in der dritten, im Programm CalculiX notwendigen Dimension betrug 0,02 m und hat damit
noch vertretbare Verhältnisse der Elemente bei den kleinsten Elementen gewährleistet.
Die innere Oberfläche der Sondenrohre wurde mit einer Robinschen Randbedingung (konvektive Wär-
meübertragung) belegt, der eine Innenrohrtemperatur von +40 ◦C und ein Wärmeübergangskoeffizient
von 1000 Wm2·K zugrunde lagen. Die äußeren Oberflächen der Geometrie, die in Abb. 3.4.2 als Holz-
kasten gedeutet sind, wurden mit einer adiabaten Randbedingung belegt. Die Anfangstemperatur aller
berechneten Elemente betrug +22,1 ◦C. Die Randbedingungen wurden willkürlich gewählt, um die Ver-
gleichbarkeit beider Programme zu ermöglichen. Hoher Wärmeübergangskoeffizient sichert ein leicht
vorhersehbares Verhalten der Temperatur an der Sondenrohrwand. Die Sole- und Anfangstemperatu-
ren bringen die Berechnungen in einen Bereich, der für das experimentelle Validierungsbeispiel höchst
relevant und von den standardmäßigen Berechnungen der Erdsonden nicht allzu weit entfernt ist. Die
Ergebnisse, die aus CalculiX CrunchiX und aus dem selbst entwickelten Programm gewonnen wurden,
werden in Abb. 3.4.5, 3.4.6, 3.4.7 und 3.4.8 verglichen.
Die Abbildungen 3.4.5 und 3.4.6 zeigen eine gute Übereinstimmung der Temperaturverteilungen in dem
gesamten untersuchten Feld zu unterschiedlichen Zeitpunkten. Der Charakter der Wäremeausbreitung
in der Sondenfüllung wurde auf die gleiche Art und Weise abgebildet und ist qualitativ gleich.
102 3.4. ERDREICHMODELLIERUNG – NUMERISCH
Abb. 3.4.4: Graphische Darstellung des Berechnungsnetzes einschließlich des Koordinatensystems. Die
Berechnungsknoten sind als blaue Punkte und die finiten Elemente als grüner Kasten dargestellt. Die
Knoten, in denen die Temperaturauswertung aus Abbildung 3.4.7 erfolgte, wurden mit einem roten
Kasten umrundet. Der Knoten an der Bohrlochwand, in dem die zeitliche Auswertung des Temperatur-
verlaufs aus Abb. 3.4.8 erfolgte, wurde mit rotem Kreis und schwarzem Pfeil kenntlich gemacht.
Abb. 3.4.5: Graphische Darstellung der Temperaturverteilung nach einer Stunde, berechnet mit dem
Programm CalculiX und mit dem eigenen Programm.
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Abb. 3.4.6: Graphische Darstellung der Temperaturverteilung nach 6 Stunden, berechnet mit dem Pro-
gramm CalculiX und mit dem eigenen Programm.
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Abb. 3.4.7: Temperaturverlauf entlang der X-Achse (siehe Abb. 3.4.4,) berechnet mit CalculiX und dem
eigenen FEM-Programm als Funktion des Ortes nach 6 Stunden. Die Messpunkte wurden in Abb. 3.4.4
durch die rote Umrandung kenntlich gemacht.
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Abb. 3.4.8: Temperaturverlauf an der Bohrlochwand berechnet mit CalculiX und den eigenen FEM-
Programm als Funktion der Zeit. Der Ort der Aufnahme wurde in Abb. 3.4.4 mit rotem Kreis und
schwarzem Pfeil kenntlich gemacht.
Die farbige Temperaturskala, die in jedem Programm leider leicht unterschiedlich ist, erlaubt es nicht,
die Abweichungen zwischen den beiden Berechnungen präzise zu erfassen. Eine qualitative Analyse der
Farbenverteilung ergab jedoch, dass die Temperaturwerte in den Berechnungsknoten in den gleichen
Temperaturbereichen liegen.
Der genaue Vergleich geschieht, indem die räumlichen und zeitlichen Temperaturprofile aus den beiden
Berechnungen miteinander verglichen werden. Es wird beispielhaft die Temperaturverteilung entlang
einer Geraden gezeigt, die zwischen der Rohrwand und dem Erdreich bis zu einer Entfernung von ca. 1
Meter weg von der Achse der Sonde verläuft und in Abb. 3.4.4 durch die rote Umrandung gekennzeichnet
ist. Die räumlichen Temperaturprofile sind in Abbildung 3.4.7 zu sehen und verlaufen nahezu identisch.
Die maximale aufgenommene Abweichung zwischen den verglichenen Berechnungsprogrammen beträgt
0,032 K.
Die zeitlichen Temperaturverläufe werden verglichen in Abbildung 3.4.8. Die Temperaturwerte werden
aus den graphischen Ausgabedateien ausgelesen, die in beiden Programmen in gewissen Abständen
erstellt werden können. Es erwies sich als schwer, die Ausgabezeiten in den beiden Programmen punkt-
genau abzustimmen. Die Zeitpunkte, in denen die Daten verglichen werden, unterscheiden sich deswegen
um jeweils 17 Sekunden. Im Vergleich zu der gesamten Simulationszeit ist diese Verschiebung kaum
bemerkbar. Sie verhindert aber die ganz präzise Berechnung der Abweichungen zwischen den beiden
Programmen. Der Ort der Auswertung befindet sich am Rande des Bohrlochs in unmittelbarer Nähe
des Sondenrohres, wo die Temperaturgradienten am stärksten ausgeprägt sind, wie in Abb. 3.4.4 durch
den roten Kreis und den schwarzen Pfeil kenntlich gemacht wurde. Die maximale ermittelte Abweichung
beträgt 0,069 K und ist aufgrund der Zeitverschiebung der beiden Ergebnisse wahrscheinlich geringfügig
größer als die örtliche Abweichung.
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Vergleich mit Messdaten von Beier et al.
Abbildung 3.4.9 zeigt den Einfluss der Berechnungsmethode des Wärmeübergangskoeffizienten auf die
gewonnenen Ergebnisse bei einer günstigen Kombination der verbleibenden Versuchsparameter und unter
Nutzung einer detaillierten zweidimensionalen Auflösung des Erdreichs und der Hinterfüllung der Sonde.
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Abb. 3.4.9: Gemessene und berechnete Austrittstemperatur aus der Sonde, abhängig von dem Bere-
chungsmodell des Wärmeübergangskoeffizienten. Dabei ist Pr∗=Pr/PrW das Verhältnis der Prandtlzah-
len bei den mittleren Temperaturen des Fluides und der Wand nach Absatz 3.2.
Die Übereinstimmung der vorhergesagten Wasseraustrittstemperaturen mit den Messdaten ist besonders
gut, wenn die Ansätze von Glück und Gnielinski benutzt werden. Dies ist unabhängig davon, ob der
Einfluss des Temperaturunterschiedes zwischen Wand und Fluid auf das Verhältnis der Prandtl-Zahlen
berücksichtigt oder vernachlässigt wurde. Die Abweichungen für diese beiden Methoden sind gleich
gering, weil sie auch die gleiche Formel 3.2.6 zur Berechnung des Wärmeübergangs in dem laminaren
Bereich, der bei dem Experiment auftritt (Re ∈ [1900...2170]) verwenden. Das Berechnungsverfahren
nach Huber verursacht eine bleibende Abweichung in dem Temperaturverlauf, die mit der Zeit nicht
verschwindet und nach der Einschwingphase fast dreimal größer als bei den anderen Modellen ist. Die
Abweichungen für alle Berechungsmethoden werden in Tabelle 3.4.3 zusammengeführt.
Die größten Abweichungen treten in der Einschwingphase auf, die nach ca. 5 Stunden definitiv zu Ende
ist. Die maximale Abweichung tritt in dem Zeitpunkt τ=0,12 h = 432 s auf. Die Zeit, die für einen
Austausch des Wassers in der vermessenen Rohrleitung benötigt wird, ist kürzer als 0,05 h = 180 s.
Die maximale Abweichung tritt also auf, kurz nachdem das Wasser in dem Rohr zweimal vollständig
ausgetauscht wurde. Die Abweichungen in dieser ersten Phase belaufen sich auf ca. 0,5 K, trotz der
Verwendung eines fein aufgelösten Modells des Erdreichs und der Rohrstücke.
Eine weitere Verbesserung der Genauigkeit würde wahrscheinlich die Auflösung der Wasserströmung und
deren Schichtung mithilfe von Navier-Stokes-Gleichungen verlangen, um die unterschiedlichen Tempe-
raturen der Wasserschichten und ihre gegenseitige Wärmeübertragung zu berücksichtigen.
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Tabelle 3.4.3: Die absolute Abweichung der Austrittstemperatur aus der Sonde zwischen den einzelnen
Wärmeübergangsberechnungsmodellen und der Feldmessung.
gesamter Zeitraum (0 h bis 45 h)
Größe Huber Glück Gnielinski Glück Gnielinski
mit Pr∗=1 mit Pr∗=1
Minimum 0,105403 0,000013 0,000013 0,000001 0,000001
Maximum 0,636486 0,529902 0,529902 0,530386 0,530386
Mittelwert 0,161097 0,022450 0,022450 0,021744 0,021744
Mittl. Abweichung 0,027850 0,017978 0,017978 0,018141 0,018141
Median 0,147290 0,013774 0,013774 0,012514 0,012514
Zeitraum von 0 h bis zu 5 h
Größe Huber Glück Gnielinski Glück Gnielinski
mit Pr∗=1 mit Pr∗=1
Minimum 0,122223 0,000526 0,000526 0,000303 0,000303
Maximum 0,636486 0,529902 0,529902 0,530386 0,530386
Mittelwert 0,270379 0,092274 0,092274 0,094115 0,094115
Mittl. Abweichung 0,070268 0,078135 0,078135 0,077901 0,077901
Median 0,232383 0,047755 0,047755 0,049795 0,049795
Zeitraum von 5 h bis zu 45 h
Größe Huber Glück Gnielinski Glück Gnielinski
mit Pr∗=1 mit Pr∗=1
Minimum 0,105403 0,000013 0,000013 0,000001 0,000001
Maximum 0,207662 0,060750 0,060750 0,058858 0,058858
Mittelwert 0,147423 0,013706 0,013706 0,012683 0,012683
Mittl. Abweichung 0,011256 0,007658 0,007658 0,007262 0,007262
Median 0,145319 0,012349 0,012349 0,011182 0,011182
Zeitraum von 0 h bis zu 0,6 h
Größe Huber Glück Gnielinski Glück Gnielinski
mit Pr∗=1 mit Pr∗=1
Minimum 0,122223 0,122223 0,122223 0,122223 0,122223
Maximum 0,636486 0,529902 0,529902 0,530386 0,530386
Mittelwert 0,406536 0,280531 0,280531 0,281351 0,281351
Mittl. Abweichung 0,061259 0,056937 0,056937 0,056853 0,056853
Median 0,422290 0,271166 0,271166 0,272572 0,272572
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Abbildung 3.4.10 zeigt den Einfluss der Art und Weise der Diskretisierung der Fluidelemente auf die
gewonnenen Ergebnisse.
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Abb. 3.4.10: Gemessene und berechnete Austrittstemperatur aus der Sonde, abhängig von der Diskreti-
sierung der Fluidelemente für eine Erdschicht.
Die Übereinstimmung ist im Allgemeinen sehr gut. Die mittlere Abweichung der berechneten Tempera-
turen bei Verwendung weniger Elemente ist wie erwartet größer als bei der Nutzung von 20 Elementen.
Diese Abweichung ist wieder am größten in der Anlaufphase. Die mittleren Abweichungen für die ersten
0,6 h, 5 h und 45 h werden in Tabelle 3.4.4 zusammengetragen.
Tabelle 3.4.4: Die mittleren Abweichungen zwischen Messdaten und Modell für eine verschiedene Anzahl
der Diskretisierungselemente und unterschiedliche Längen des ausgewerteten Zeitraumes.
Zeitraum 20 Elemente 5 Elemente 1 Element
0–0,6 h 0,281351 0,282638 0,300891
0–5 h 0,094115 0,098391 0,121521
0–45 h 0,025268 0,023571 0,027534
Die größere Anzahl der Fluidelemente erhöht die Genauigkeit nur um ca. 0,02 K, was den zusätzlichen
Rechenaufwand nur bedingt rechtfertigen kann.
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Abbildung 3.4.11 zeigt den Einfluss der Art und Weise der Soleberechnung auf die gewonnenen Ergeb-
nisse.
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Abb. 3.4.11: Gemessene und berechnete Austrittstemperatur aus der Sonde abhängig von dem Berech-
nungsmodell der Sole für eine Erdschicht und 20 Fluidelemente in jedem Rohrstück.
Das Modell, das ideale Durchmischung in jedem Rohrstück annimmt und die Modelle, die einen linearen
Temperaturverlauf annehmen, schneiden sehr gut ab und liefern die Ergebnisse, die nur geringfügig von
den Messdaten abweichen. Die maximale Abweichung beträgt 0,530 K, 0,535 K und 0,533 K für entspre-
chende Modelle der idealen Durchmischung des ersten und des zweiten linearen Profils und treten alle
zu dem Zeitpunkt τ =432 s auf. Die mittlere Abweichung inerhalb der 0,6 Stunden beträgt entsprechend
0,269 K, 0,274 K und 0,264 K. Das erste Modell, das die Übertemperatur benutzt, verhält sich am
Anfang sehr gut, um nach wenigen Minuten in die Größenordnung der Eintrittstemperatur abzugleiten.
Das zweite Modell, das die Übertemperatur nutzt und das Modell mit dem logarithmischen Tempera-
turprofil oszillieren gleich zu Beginn der Berechnungen weg von den Messwerten und beide erweisen sich
als völlig unbrauchbar.
Fazit
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Implementierung des FEM-Algorithmus erfolgreich war
und dass das dadurch enstandene Programm nach der Kopplung mit den anderen Teilprogrammen für
die weiteren Berechnungen eingesetzt werden kann. Die hohen Berechnungszeiten lassen keine Hoffnung
darauf, dass solch ein Algorithmus bei Durchführung von Jahressimulationen eine Anwendung finden
könnte.
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3.4.3.2 Validierung des RC-Netz-Modells
Das in Abschnitt 3.4.2 beschriebene Modell eines RC-Netzes nach Huber [68] wurde validiert, indem die-
ses Modell mit den Modellen der Soleströmung nach Abschnitt 3.1, der Wärmeübergabe zwischen Sole
und der Rohrwand nach Abschnitt 3.2 und dem Modell der Wärmeleitung im Bohrloch nach Abschnitt
3.3 gekoppelt (siehe Abb. 3.0.2) und zur Nachrechnung der Ergebnisse des Experiments von Beier et al.
[15] benutzt wurde.
Wasseraustrittstemperaturen
Die radialsymmetrischen Elemente würden die Homogenisierung der Temperatur rund um die Sonde
annehmen, was in dem Experiment durch die Nutzung eines Bohrlochrohres zum Teil eingetreten ist. So
haben die einfacheren Modellen die Chance, besser als bei den realen Bedingungen abzuschneiden. Bei
Betrachtung der Ergebnisse dieses Vergleichs sollte man beachten, dass die beste Übereinstimmung in
diesem konkreten Fall eine schlechtere Abbildung der Realität in den meisten Anlagen bedeuten kann.
Abbildung 3.4.12 zeigt die Temperaturverläufe, die mit der Schaltung nach Bauer berechnet wurden. Da-
bei wurden die charakteristischen Widerstände des Bohrlochs mithilfe verschiedener Verfahren ermittelt.
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Abb. 3.4.12: Gemessene und berechnete Austrittstemperatur aus der Sonde nach der Schaltung von
Bauer abhängig von der Berechnungsart der charakteristischen Widerstände.
Abbildung 3.4.13 zeigt die Austrittstemperaturen für verschiedene Schaltungen. Dabei wurden die glei-
chen Werte der charakteristischen Widerstände nach der Methode der Multipole mit Multipolen der
ersten Ordnung nach Hellström herangezogen. Tabelle 3.4.5 zeigt die mittleren Abweichungen innerhalb
der ersten 0,6 und 40,0 Stunden, abhängig von der Schaltung und Berechnungsart der charakteristischen
Widerstände.
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Abb. 3.4.13: Gemessene und berechnete Austrittstemperatur aus der Sonde abhängig von der Schal-
tung. Die Bohrlochwiderstände wurden mit der Methode der Multipole erster Ordnung nach Hellström
berechnet.
Tabelle 3.4.5: Die absoluten mittleren Abweichungen der Austrittstemperatur aus dem Rohr zwischen
den einzelnen Modellen und den Messdaten für die ersten 0,6 h und 40 h in K.
Zeitraum von 0,0 h bis 0,6 h
Berechnungsart der Widerstände
Schaltung const=0,1m·KW Hellström lin.Quellen Huber
V-Schaltung 0,210 0,265 0,596
∆-Schaltung 0,211 0,189 0,524 0,211
Bauer-Schaltung 0,194 0,179 0,500 0,194
Huber-Schaltung 0,194 0,194 0,194 0,194
Zeitraum von 0,0 h bis 40,0 h
Berechnungsart der Widerstände
Schaltung const=0,1m·KW Hellström lin.Quellen Huber
V-Schaltung 0,295 0,212 0,475
∆-Schaltung 0,299 0,734 0,302 0,299
Bauer-Schaltung 0,345 0,752 0,239 0,345
Huber-Schaltung 0,345 0,345 0,345 0,345
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Die Ergebnisse machen deutlich, dass die charakteristischen Widerstände des Bohrlochs nicht mit der
Methode der Linienquellen berechnet werden sollten, weil sie die bei Weitem schlechtesten Ergebnisse
liefert. Die Methode der Multipole und die Methode von Huber liefern sehr ähnliche Ergebnisse in der
frühen Phase von 0,0 h bis 0,6 h. Bei längeren Bilanzierungsräumen ist die Methode zur Berechnung der
Bohrlochwiderstände nach Huber unschlagbar.
Man kann die Genauigkeiten auch aus dem Blickwinkel des Schaltungtyps betrachten. Die ∆-Schaltung
und Huber-Schaltung (lineares Netz) schneiden in beiden Zeiträumen am besten ab. Die Schaltung von
Bauer, zusammen mit seiner Methode zur Berechnung der charakteristischen Widerstände, schneidet mit
einer mittleren absoluten Abweichung von 0,165 K am besten bei der Simulation des längeren Zeitraumes
ab. Leider weist sie in dem kurzen Zeitraum eine sehr hohe mittlere Abweichung von 0,466 K auf.
Die Koeffizienten für die Glück’sche Schaltung wurden mit einer Windows-Version seines Programms
berechnet und in Tabelle 3.4.6 zusammengefasst. Das Programm von Glück zur numerischen Ermittlung
der Formkoeffizienten scheint abhängig von der verwendeten Genauigkeit der Berechnung unterschiedli-
che Werte zu liefern. Diese Unterschiede haben aber nur einen sehr geringen Einfluss auf die berechneten
charakteristischen Bohrlochwiderstände. Die Idee des Bohrlochmodells, die einen linearen Zusammen-
hang zwischen den Werten der charakteristischen Widerstände S10 und S20 und den Koeffizienten Θ
bzw. 1Θ annimmt, wird durch diese Zahlen bestätigt.
Tabelle 3.4.6: Die mit dem Programm von Glück [44] numerisch ermittelten Koeffizienten S10 und S20
für sein Bohrlochmodell und die daraus resultierenden Koeffizienten aS und bS für die verschiedenen
Berechnungsgenauigkeiten ∆x.
∆x = 0,9 mm 0,5 mm 0,2 mm 0,1 mm
Θ S10 S20 S10 S20 S10 S20 S10 S20
-10,0 6,417 22,830
-5,0 6,583 14,541
-2,0 7,080 9,567
-1,0 7,910 7,910
-0,5 9,566 7,080
0,0 +∞ 6,251
0,5 2,922 5,363 2,936 5,423 2,980 5,487 3,891 6,074
1,0 4,548 4,551 4,594 4,594 4,651 4,651 5,346 5,346
2,0 5,361 2,926 5,423 2,936 5,487 2,978 6,074 3,890
5,0 5,920 -2,038
10,0 6,086 -10,327
aS = -1,62536 -1,658 -1,672 -1,45564
bS = 6,17475 6,252 6,323 6,80175
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Erdreichtemperaturen
Für den Langzeitbetrieb ist es auch wichtig zu prüfen, wie gut die Erdreichtemperatur in einer gewissen
Entfernung von der Sonde von dem jeweiligen expliziten Modell abgebildet wird. Dadurch erkennt man,
ob das Kopplungsmodell die realistische Wärmeabgabe an das Erdreich vorhersagt, was zu den erhebli-
chen Unterschieden in dem Langzeitbetrieb führen kann. Die Abbildung 3.4.14 vergleicht die verfügbaren
Messdaten mit den Ansätzen nach Huber, Bauer, der ∆-Schaltung mit Widerständen nach Hellström
und den linearen Schaltungen mit einem unterschiedlich gewählten, äquivalenten Durchmesser req. Die
Abbildung 3.4.15 zeigt die dazugehörigen Wärmeströme, die dem Erdreich zugeführt wurden. Bei der
ersten Messreihe schneiden die Modelle von Bauer und die ∆-Schaltung mit den Widerständen nach
Hellström am besten ab. Eine lineare Schaltung mit dem äquivalenten Radius nach der Methode von
Bose (Äquivalenz der Strömungsquerschnitte) weist eine Abweichung von ca. 0,1 K auf. Bei der zweiten
Messreihe, die eine Unterbrechung der Wärmezufuhr beinhaltet, schneidet die lineare Schaltung mit dem
Radius nach Bose am besten ab und die Modelle von Bauer, die ∆-Schaltung mit den Widerständen
nach Hellström und die lineare Schaltungen mit req nach Kavanaugh, Umfangskriterium und Platzie-
rungsradius der Sondenrohre weisen Abweichungen von bis 0,1 K auf. Das bei der Nachbildung der
Austrittstemperatur genaue Modell von Huber schneidet hier deutlich schlechter ab. Es ist anzumerken,
dass alle Modelle qualitativ den gleichen Trend abbilden. In einer Entfernung von 0,5 m von der Sonden-
achse liegen die absoluten Abweichungen für die Mehrheit der Modelle im akzeptablen Bereich. Bei einer
geringeren Entfernung von 0,3 m sind sie fast zweimal größer und nicht zu vernachlässigen. Es sind die
Unterschiede zwischen der Modellgüte sichtbar, die von der Betriebsart der Sonde (kontinuierlich oder
intermittierend) bedingt sind. Die wenigen Messdaten erlauben es nicht, ein Modell zu favorisieren. Der
Ausschluss eines Modells kann potenziell durch umfangreichere Messungen bei einem noch stärker inter-
mittierenden Betrieb widerlegt werden. Die Abbildung der Wärmeabgabe ist über einen Zeitraum von
mehreren Stunden am besten für die Modelle von Bauer, der ∆-Schaltung mit Widerständen nach Hell-
ström und für die lineare Schaltung mit äquivalentem Radius nach Bose. Bei sehr kurzen Schaltzyklen
kann die durchschnittliche Wärmeabgabe sogar besser von den anderen Modellen abgebildet werden. Im
Langzeitverhalten kann die jetzt gering gehaltene Temperaturabweichung im Erdreich spürbar wachsen
und somit die Genauigkeit der Modellaussagen schwächen. Dieses Fehler kann minimiert werden, indem
die Randbedingung am äußeren Rand des Berechnungsgebiets von adiabaten Bedingungen in eine Diri-
chelt’sche Randbedingung geändert wird. Die hier vorzugebende Temperatur muss auf dem physikalisch
korrekten Niveau, abhängig von der Geschichte der gesamten Wärmeentzüge aus der Sonde, gehalten
werden. Eine solche, physikalisch korrekte Abschätzung der Erdreichtemperatur aufgrund des Wärme-
entzuges einer Sonde kann mit den im folgenden Abschnitt beschriebenen g-Funktionen ermittelt werden.
Fazit
Die Ergebnisse zeigen, dass die Anwendung des einfacheren und weniger aufwändigen Modells eines
RC-Netzes eine sichtbare Verschlechterung der Genauigkeit mit sich bringt. Die Genauigkeit in dem
wichtigsten Bereich der kurzen Anlaufphase ist trotzdem ausreichend hoch, um die Verwendung dieses
Modells bei Durchführung von Jahressimulationen zu empfehlen. Nach der Berücksichtigung der kor-
rekten Wärmeübergabe an das Erdreich, wird das Modell von Bauer als das präziseste für die weiteren
Berechnungen empfohlen. Unter Nutzung des komplizierten Kopplungsmodells und eines dichten Berech-
nungsnetzes bis zum Radius von 6,0 m von der Sondenachse, braucht das explizite RC-Netz-Modell bis 40
Stunden, um einen Jahresgang zu berechnen. Damit weist das Modell der RC-Netze einen vertretbaren
Aufwand zur Bestimmung des Erdreichverhaltens über mehrere Jahre auf.
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Abb. 3.4.14: Gemessene und berechnete Erdreichtemperatur im Abstand von 0,503 m von der Sonden-
achse, abhängig von dem Modelltyp.
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Abb. 3.4.15: Wärmeeintrag in das Erdreich, gemessen von Beier et al. und berechnet nach den unter-
schiedlichen Modellkonfigurationen.
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3.5 Erdreichmodellierung mit g-Funktionen
3.5.1 Motivation
Das Erdreich, das die Sonden umgibt, kann im Allgemeinen als ein halb-unendliches Medium betrachtet
werden. Die Simulation eines unendlichen Mediums verlangt ein potenziell unendliches Berechnungs-
netz. Die gewünschte Genauigkeit, benutzte Zeitschrittweite und Stabilität bzw. Konvergenzverhalten
des verwendeten numerischen Schemas bestimmen einen Abstand zwischen den Knoten des Berech-
nungsnetzes. Um das Gleichungssystem numerisch zu lösen, muss es eine endliche Anzahl an Variablen
besitzen, was die Modellierung eines unendlichen Gitters erschwert. Die numerischen Methoden stellen
folgende Optionen zur Verfügung:
1. Es kann ein Gebiet berechnet werden, das so groß ist, dass die Störung, die von einer Sonde bzw.,
einem Sondenfeld verursacht wird, die Grenze des simulierten Bereiches nicht in dem simulierten
Zeitraum erreichen kann. Unter Umständen kann das Gitter so groß werden, dass die Berechnung
sehr viele Rechenressourcen über eine sehr lange Zeit in Anspruch nimmt oder auswertbare Ergeb-
nisse nur dann liefern kann, wenn der simulierte Zeitraum relativ kurz ist. In manchen Fällen ist
diese Vorgehensweise ausreichend, um die gewünschten Ergebnisse zu gewinnen. Ein Beispiel des
Gitters für numerische Berechnungen ist in Abbildung 3.5.1 dargestellt.
2. Es können das Bohrloch und eventuell auch kleine Teil des Erdreichs mit finiten Elementen oder
einem RC-Netz modelliert und die Temperatur am Rande des Berechnungsgebiets aufgrund eines
analytischen bzw. halb-analytischen Ansatzes bestimmt werden. Dabei müssen die Gültigkeitsbe-
reiche der Formeln zur Berechnung der Randtemperaturen beachtet werden.
3. Die Temperatur der Hinterfüllung an der Außenoberfläche der Sondenrohre kann mithilfe eines
analytischen Ansatzes bestimmt werden und so die nötige Randbedingung für die Berechnung der
Soleströmung in der Sonde darstellen. Mit manchen Ansätzen kann die mittlere Temperatur des
Wärmeträgerfluids in der Sonde bestimmt werden, woraus folglich die Austrittstemperatur der
Sole berechnet werden kann.
Die Modellierung des Erdreichs kann mit detailliertem FEM-Modell erfolgen. Es kann auch ein ver-
einfachtes Modell der Wärmeleitung im Erdreich eingesetzt werden, um die Anzahl der erforderlichen
Elemente und somit Berechnungsknoten zu reduzieren. Sobald die Temperaturverteilung am Abschnitt
eines Kreises, dessen Mitte sich in der Mitte der Sonde befindet, einigermaßen homogen ist, kann auch
angenommen werden, dass die Wärme in diesem Abschnitt sich radial-symmetrisch bis ins unendliche
Erdreich ausbreitet. Dadurch kann für den gegebenen Abschnitt des Kreises ein lineares Berechnungsnetz
benutzt werden. Seine Berechnung kann nach der Zerlegung des Gebietes in Elemente mit der Methode
der finiten Differenzen (z. B. nach dem Schema aus [63, 64, 67, 68] oder mit der Methode der finiten
Elemente (beschrieben z. B. in [89]) erfolgen. Wenn das Bohrloch mit einem Widerstandsnetzwerk nach
Abschnitt 3.3 modelliert wird, können die in der Literatur angegebenen Widerstände Ra und Rb direkt
angewandt werden.
Im Folgenden werden die Modelle zur Bestimmung der Erdreichtemperatur in einem bestimmten Ab-
stand von der Sondenachse vorgestellt, der gleich dem Rand des numerisch berechneten Gebiets ist.
Diese Modelle können bei der Verwendung der zweiten Berechnungsoption benutzt werden. Sie rechnen
aus dem analytischen bzw. halb-analytischen Ansatz eine Temperatur des Randes des berechneten Ge-
biets aus. Der Rand des Gebiets muss dabei als Umfang eines Kreises mit dem Radius rSM und einem
Mittelpunkt im Zentrum der Sonde gewählt werden.
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Abb. 3.5.1: Beispiel eines detaillierten Berechnungsgitters mit dem Außenradius von 0,5 m für das
Erdreich und die Hinterfüllung einer Sonde.
Diese analytischen Modelle beschäftigen sich mit der Interaktion der Sonde mit dem umgebenden Erd-
reich und erstellen eine Vorhersage über das Nachströmen der Wärme aus dem Erdreich, das weiter von
der Sondenachse entfernt ist und als unendlich betrachtet werden kann. Die Temperatur des Erdreichs
in einem gewissen Abstand von der Sonde, die vom Wärmeentzug aus der Sonde, den Stoffeigenschaften
des Erdreichs und dem Abstand von der Sonde abhängt, kann dann als eine Dirichletsche Randbedin-
gung (vorgegebene Temperatur) am äußersten Rand des berechneten Gebiets für die oben beschriebenen
Modelle benutzt werden. Der zeitliche Verlauf dieser Randtemperaturen kann mithilfe der Grundlösung
des Wärmeleitungsproblems und des Superpositionprinzips (auch bekannt als Duhamelsche Theorem)
ermittelt werden. Unter Anwendung des Konzepts der g-Funktion kann die zeitliche Auswirkung einer
Sonde auf das umgebende Erdreich unabhängig von dem jeweiligen Lastprofil ausgedrückt werden. Der
Weg zu einem solchen Ergebnis wird im Folgenden als Übergang von der Grundlösung des Wärmelei-
tungsproblems zu einer Repräsentation in Form einer g-Funktion gezeigt. Im Weiteren werden die aus
der Literatur bekannten Lösungen mit verschiedenem Grad der Feinheit und Genauigkeit erläutert.
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3.5.2 Grundlösung des Wärmeleitungsproblems
Die Wärmeleitung im Erdreich entscheidet über die Effizienz und das Betriebsverhalten aller Erdreichs-
onden. Die Wärmeleitung wird von der Fourierschen Gleichung beschrieben:
ϱ · cp · ∂t
∂τ
= λ ·
(
∂2t
∂x2 +
∂2t
∂y2 +
∂2t
∂z2
)
(3.5.1)
Diese Gleichung kann mithilfe der Greenschen Funktionen gelöst werden. Die Greenschen Funktionen
beschreiben die Temperaturverteilung, die von einer impulsartigen, lokalen Wärmequelle bei homogenen
Randbedingungen erzeugt wird. Die Temperaturverteilungen für nicht homogene Randbedingungen und
ihre Veränderungen in der Zeit können durch Integration der Greenschen Funktion über Raum und Zeit
gefunden werden. Die Greenschen Funktionen (kurz g-Funktionen) müssen für die jeweilige Geometrie
erstellt werden [31]. Oft können sie aufgebaut werden, indem die schon bekannten g-Funktionen integriert
oder miteinander multipliziert werden. Im Folgenden werden zwei Grundlösungen der Gleichung 3.5.1
vorgestellt, die zum Aufbau einer g-Funktion nützlich sind und in dieser Arbeit am stärksten verwendet
werden.
Die Lösung der Gleichung 3.5.1 für eine impulsartige Erzeugung der Wärme im Punkt (x’,y’,z’) in einem
unendlichen Medium wurde von Carslaw und Jaeger [25] (Seite 256, Gl. 2) angegeben:
∆tBS,3D = t (x, y, z, τ)− t∞ = Q
ϱ · cp ·
1(
2 · √π · a · τ)3 · e− (x−x
′)2+(y−y′)2+(z−z′)2
4·a·τ (3.5.2)
dabei sind:
Q – von der Punktquelle im Zeitpunkt τ = 0 freigesetzte Wärme in J
λ – Wärmeleitfähigkeit des homogenen, unendlichen Mediums,
in dem Wärme freigesetzt wird
a = λϱ·cp – Temperaturleitfähigkeit des homogenen, unendlichen Mediums
in dem Wärme freigesetzt wird
(x′, y′, z′) – Ort an dem die Punktwärmequelle sich befindet
t∞ – Anfangstemperatur, die gleich der Temperatur des unendlichen Erdreichs ist.
Man muss bemerken, dass die Mehrheit der analytischen Modelle der Erdwärmeübertrager durch zeit-
liche bzw. örtliche Integration der Lösung 3.5.2 abgeleitet werden kann. Eine Lösung für den Fall der
zweidimensionalen Wärmeleitung kann auch ausgedrückt werden als:
∆tBS,2D = t (x, y, z, τ)− t∞ = Q
ϱ · cp ·
1
4 · π · a · τ · e
− (x−x
′)2+(y−y′)2
4·a·τ (3.5.3)
wobei Q die von der Punktquelle freigesetzte Wärme, bezogen auf die Länge in Jm ist.
Der Nachteil dieser beiden Lösungen liegt darin, dass sie nur ein homogenes Medium betreffen. Im Fall
einer Erdsonde ist eine Lösung für einen langen Zylinder nötig, der in einem halb-unendlichen Medium
mit anderen Stoffeigenschaften eingetaucht ist. In diesem Zylinder sollen sich mehrere Linienquellen
befinden, die nicht auf der Mittellinie des Zylinders liegen. Das halb-unendliche Medium soll wiederum
einen schichtweisen Aufbau aufweisen, wie es bei geologischen Schichten der Fall ist, d. h. es soll aus
mehreren horizontal liegenden Schichten bestehen. Die beste bekannte Näherung dieser Problemstellung
ist die Lösung nach Jaeger [72] für die Wärmeleitung in einem zwei-dimensionalen unendlichen Zylinder
(mit Eigenschaften λF, ϱF, cp,F) mit dem Radius rSM mit einer momentanen, unendlichen Linienquelle
mit zylindrischen Koordinaten von (r′, θ′), der von einem unendlichen Medium (mit Eigenschaften λE,
ϱE, cp,E) umgeben wird.
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Die Lösungen für die Zylindertemperatur tF und die Temperatur des umgebenden unendlichen Mediums
tE sind gegeben durch:
tF =
Q
ϱF · cp,F ·
1
2 · π
+∞∑
n=−∞
{
cos [n · (θ − θ′)] ·
∞∫
0
exp
(−u2 · aE · τ) ·
·Jn (u · rSM) · Jn (u · r′) · u · φ · g + ψ · f
φ2 + ψ2 du
}
(3.5.4)
und:
tE =
Q
ϱF · cp,F ·
λF
π2 · rb ·
+∞∑
n=−∞
{
cos [n · (θ − θ′)] ·
∞∫
0
exp
(−u2 · aF · τ) ·
·Jn (u · r′) ·
ψ · Jn
(√
aF
aE · u · rSM
)
− φ ·Yn
(√
aF
aE · u · rSM
)
φ2 + ψ2 du
⎫⎪⎬⎪⎭ (3.5.5)
mit:
Q – die von der Linienquelle im Zeitpunkt τ = 0 freigesetzte Wärme in Jm
u – die Integrationsvariable in 1m
φ =
√
aF
aE
· λE · Jn (rb · u) · J′n
(√
aF
aE
· rb · u
)
− λF · J′n (rb · u) · Jn
(√
aF
aE
· rb · u
)
ψ =
√
aF
aE
· λE · Jn (rb · u) ·Y′n
(√
aF
aE
· rb · u
)
− λF · J′n (rb · u) ·Yn
(√
aF
aE
· rb · u
)
f =
√
aF
aE
· λE ·Yn (rb · u) · J′n
(√
aF
aE
· rb · u
)
− λF ·Y′n (rb · u) · Jn
(√
aF
aE
· rb · u
)
g =
√
aF
aE
· λE ·Yn (rb · u) ·Y′n
(√
aF
aE
· rb · u
)
− λF ·Y′n (rb · u) ·Yn
(√
aF
aE
· rb · u
)
Die Lösungen für ein geschichtetes Medium mit horizontalen Schichten bzw. für ein solches Medium, in
dem ein Zylinder mit anderen Stoffeigenschaften eingetaucht ist, sind bisher nicht bekannt.
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3.5.3 Konzept der g-Funktion
Das Konzept der g-Funktion wird ausführlich vorgestellt in der klassischen Arbeit von Carslaw und Jae-
ger [25] und wird bis heute an zahlreichen Literaturstellen gerne benutzt (siehe z. B. Cole et al. [31] oder
Hahn und Özişik [53]). Die Grundidee der g-Funktion ist, dass die Grundlösung in einen lastabhängigen
und einen lastunabhängigen Teil unterteilt werden kann:
∆tBS,3D − t∞ = q˙2 · π · λE · g0 (x, y, z, τ |x
′, y′, z′)
Die Lösung für eine Quelle, die in einem bestimmten Gebiet Ω′ auftritt, wird durch Integration der
Gleichung (3.5.2) über dieses Gebiet erstellt, z. B.:
t1 − t∞ =
∫∫∫
Ω′
∆ [tBS,3D + t∞] dΩ′ =
q˙
2 · π · λE · g1 (x, y, z, τ |x
′, y′, z′)
Um eine Quelle nachzubilden, die im Laufe der Zeit aktiv ist, integriert man die Gleichung 3.5.2 zusätzlich
über den interessierenden Zeitraum [0, τ ], z. B.:
t2 − t∞ =
τ∫
0
t1 − t∞ dτ ′ = q˙2 · π · λE · g2 (x, y, z, τ |x
′, y′, z′) (3.5.6)
Damit diese Lösung die in der Zeit variierenden Werte des Wärmeentzugs q˙ berücksichtigen kann, wird
sie noch weiter umgeformt werden müssen. In der Mehrheit der Fälle muss eine Integration über Zeit
und Raum erfolgen. Die Wärmeabgabe bzw. -entzug der Sonde q˙ ist also im Allgemeinen eine Funktion
von Ort und Zeit:
q˙ = q˙ (x, y, z, τ) =
⎧⎨⎩ q˙ (x, y, z, τ) ̸= 0 für (x, y, z) = (x
′, y′, z′)
und τ = τ ′
0 sonst
⎫⎬⎭
In einem Gebäudesimulationsprogramm, das mehrere Teilmodelle der technischen Anlagen, der Bestand-
teile des Gebäudes und der Umweltrandbedingungen zusammenfasst, liegt der zeitliche Verlauf dieser
Funktion praktisch nie als eine analytische Formel vor. Vielmehr ist diese Funktion ausgedrückt als eine
Folge der diskreten Werte, die bestimmten Zeitintervallen, den Zeitschritten des Simulationsprogramms,
zugeordnet sind.
Abb. 3.5.2: Zeitlicher Verlauf des simulierten Wärmeentzuges aus einer Erdsonde in n Zeitschritten.
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Das macht die weitere Umformung durch Anwendung des Duhamelschen Theorems nach Hahn und
Özişik [53] zur Gewinnung einer Formel für die in der Zeit variierenden Werte von q˙ (x, y, z, τ) notwendig.
Diese neue Lösung entsteht, indem Zeit τ in der Definition der g-Funktion in der Gl. 3.5.6 durch den
Zeitunterschied zwischen dem Ende des betrachteten Zeitraumes und der zu integrierenden Zeit der
Wärmefreisetzung τ − τ ′ ersetzt wird:
g3 (x, y, z, τ |x′, y′, z′, τ ′) = g2 (x, y, z, τ − τ ′|x′, y′, z′)
Zusätzlich muss der in jedem Zeitschritt betrachtete Wärmeentzug q˙i (x, y, z, τ) durch den Unterschied
zwischen diesem Entzug und dem Entzug in dem vorherigen Zeitschritt ersetzt werden.
Der betrachtete Zeitraum [0, τ ] wird in n kleine Zeitintervalle unterteilt, sodass [0, τ ] = [0, τn] und die
Lösung für die Temperatur zur Zeit τ im Punkt (x,y,z) als Summe der Teilintegrale angegeben wird:
t (x, y, z, τ)− t∞ =
τ∫
0
q˙ (x, y, z, τ)
2 · π · λE · g1 (x, y, z|x
′, y′, z′, τ − τ ′) dτ ′
=
n∑
i=1
⎡⎣ τi∫
τi−1
q˙i − q˙i−1
2 · π · λE · g1 (x, y, z|x
′, y′, z′, τ − τi−1) dτ ′
⎤⎦
=
n∑
i=1
[
q˙i − q˙i−1
2 · π · λE · g3 (x, y, z, τ |x
′, y′, z′, τi−1)
]
(3.5.7)
=
n∑
i=1
∆q˙i (x, y, z) ∗ g3 (x, y, z, τ |x′, y′, z′, τi)
Dabei sind:
t – Temperatur des Erdreichs im Punkt (x,y,z) im Zeitpunkt τ , die sich
infolge der Einwirkung der Wärmequelle q˙ im Punkt (x’,y’,z’)
über den Zeitraum τ ′ ∈ [0, τ ] ergibt in ◦C
q˙ – die von der Sonde bzw. deren Rohrsegment abgegebene momentane
Wärmeleistung, die im Punkt (x’,y’,z’)
zur Zeit τ ′ freigesetzt wird in Wm
τ = τn – das Ende des betrachteten Zeitraumes in s,
τi – das Ende des i-ten Zeitschrittes in s,
τi−1 – der Anfang des i-ten Zeitschrittes in s,
q˙i – die von der Sonde bzw. deren Rohrsegment im i-ten Zeitschritt
abgegebene mittlere Wärmeleistung in Wm
g – die dimensionslose g-Funktion
Die Darstellung der Ergebnisse in der Form der Gleichung 3.5.7 ist vorteilhaft, weil sie das zeitliche
Profil des Wärmeentzuges von der Sondencharakteristik entkoppelt, die von der Sondengeometrie und
von den Stoffeigenschaften der Rohre und der Hinterfüllung abhängig ist. So ist es möglich, das Ver-
halten einer Sonde durch die Funktion g1 bzw. g3 darzustellen. G-Funktionen können analytisch oder
durch numerische Simulation eines Sondensystems gewonnen werden. Die in dem nächsten Abschnitt
vorgestellten Formeln stellen mehrere analytisch gewonnene g-Funktionen einer einzelnen Sonde dar.
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3.5.4 G-Funktionen aus Messdaten
Die g-Funktionen können messtechnisch ermittelt werden. Wegen des technischen und finanziellen Auf-
wandes ist eine solche Messung nur für relativ kurze Zeiträume praktikabel. Beier et al. [15] stellten einen
Referenzdatensatz zur Verfügung, in dem die Erdreichtemperaturen in drei unterschiedlichen Abstän-
den von der Sonde gemessen wurden. Die vermessene Geometrie wurde schon in Abb. 3.4.2 in Abschnitt
3.4.3 vorgestellt. Die aufgenommenen Daten ermöglichen die Berechnung der g-Funktionen für diese drei
Entfernungen (an der Bohrlochwand und in Entfernungen von 24 cm und 44 cm davon) und wurden in
Abb. 3.5.3 und 3.5.4 dargestellt. Die Daten bestehen aus zwei Reihen. Die erste Reihe wurde für eine
kontinuierliche Wärmeversorgung aufgenommen. Bei der Aufnahme der zweiten Reihe wurde absichtlich
eine Pause in der Wärmeversorgung eingelegt, die einen Ausfall des Equipements bei einem Thermal-
Response-Test simulieren soll.
Die Umrechnung nutzt als Daten die Temperaturänderung ∆t (rSM) im Abstand rSM von der Sonden-
achse und die Serie der Wärmeentzüge
q˙0 = q˙ (τ = 0) , q˙1 = q˙ (τ = 1 ·∆τ) , q˙2 = q˙ (τ = 2 ·∆τ) , . . . , q˙n = q˙ (τ = n ·∆τ), die aber unterschied-
lich verwendet werden können. Die Berechnung kann nach zwei unterschiedlichen Vorschriften erfolgen,
die aus unterschiedlichen Methoden zur Berechnung der Erdreichtemperatur stammen:
1. die Faltung der Serie der Wärmeentzüge mit der g-Funktion, die in der Literatur zur thermischen
Modellierung benutzt wird. Sie wird benutzt in der Gleichung 3.5.7 und erlaubt eine Rückrechnung
des letzten Wertes der g-Funktion als:
g∗ (τ = (n− 1) ·∆τ) = 1q˙2 − q˙1 ·
[
2 · π · λE ·∆t (τ = n ·∆τ)
−
n−1∑
i=2
g (τ = (n− i + 1) ·∆τ) · [q˙i − q˙i−1])
]
(3.5.8)
Es wird dabei angenommen, dass g (τ = 0) = 0 und q˙1 = q˙ (τ = 0) = 0. Die Temperaturdifferenz
bezieht sich in diesem Fall auf die zeitliche Änderung der Erdreichtemperatur im Abstand rSM von
der Sondenachse:
∆t (n ·∆τ) = ∆t∗ = tE (rSM, τ = n ·∆τ)− tE (rSM, τ = 0) (3.5.9)
Formel 3.5.8 ist numerisch sehr instabil und die gesuchte Lösung muss iterativ durch Minimierung
der Temperaturabweichung zwischen Gl. 3.5.7 und den Messdaten ermittelt werden.
2. das Produkt des mittleren Wärmeentzuges mit der g-Funktion, die von Häfner et al. [60] zur
groben Abschätzung des Erdreichverhaltens bevorzugt wird. Die Rückrechnung bei konstanter
Zeitschrittweite ∆τ ergibt:
g× (τ = n ·∆τ) = 2 · π · λE ·∆t (τ = n ·∆τ)
1
n ·
n∑
i=1
q˙i
(3.5.10)
Die Temperaturdifferenz wird dabei gebildet zwischen Sole am Eintritt in die Sonde und dem
ungestörten Erdreich:
∆t (n ·∆τ) = ∆t∞ = tE,∞ − tS,IN (τ = n ·∆τ) (3.5.11)
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Es ist auch denkbar, die Temperaturdifferenz zwischen Erdreich im Abstand rSM von der Sonden-
achse und der mittleren Soletemperatur in der Sonde heranzuziehen:
∆t (n ·∆τ) = ∆trSM = tE (rSM, τ = n ·∆τ)− tS,AVG (τ = n ·∆τ) (3.5.12)
Diese Formulierung wurde selbst von Beier et al.[15] zur Analyse seiner Daten für die Bohrlochtem-
peratur benutzt und ist, der Literatur nach, akzeptabel, wenn der Wärmeentzug in der Zeit kon-
stant bleibt.
Beide Berechnungsweisen werden in Abb. 3.5.3 abgebildet und mit den g-Funktionen nach Kelvin und
Cekaljuk verglichen. Diese beide Funktionen sind einfach zu berechnen und grenzen den Bereich ab, in
dem sich die Mehrheit der bekannten g-Funktionen zur Abbildung des Kurzzeitverhaltens befindet.
Abbildung 3.5.3 und insbesondere die Daten der ersten Messreihe machen deutlich, dass die g-Funktionen
aus Messdaten, unabhängig von ihrer detaillierten Definition, am besten mit den bekannten g-Funktionen
abgebildet werden können, wenn sie mit den Definitionen nach der Produktregel aus Gl. 3.5.10 und der
Temperaturdifferenz im Erdreich nach Gl. 3.5.9 berechnet werden. Die Daten der zweiten Reihe veran-
schaulichen, dass diese Übereinstimmung nicht zwangsläufig perfekt ist.
Abbildung 3.5.4 stellt die g-Funktionen aus Messdaten für drei Abstände von der Sondenachse dar. Mit
steigender Entfernung von der Achse erreichen die g-Funktionen immer geringere Werte und gewinnen
dafür an Stabilität. Die Übereinstimmung zwischen den beiden Messreihen und den g-Funktionen aus der
Literatur wird auch größer mit steigender Entfernung. Im Abstand von einem halben Meter macht sich
die ca. zwei Stunden andauernde Betriebspause kaum mehr bemerkbar bzw. wird von einer g-Funktion
ziemlich präzise abgebildet.
Fazit g-Funktionen aus Messdaten
Das Konzept einer g-Funktion erlaubt die Erfassung des Verhaltens vom Erdreich in einiger Entfernung
von der Sondenachse bzw. nach einiger Zeit. Diese beide Bedingungen sind miteinander verbunden, da
die Zeit zur Fortpflanzung einer Wärmewelle auf die entsprechende Distanz nötig ist. Eine Verkürzung
der Distanz oder der Zeit verursacht die Fehler in der Abbildung mit den g-Funktionen. Fast alle im
Folgenden beschriebenen g-Funktionen können auf die Übereinstimmung mit den vorhandenen Messda-
ten, in deren begrenztem zeitlichen Umfang, verglichen werden.
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Abb. 3.5.3: Die aus Messdaten ermittelten g-Funktionen für den Abstand rSM = 0, 063 m = rb von der
Sondenachse berechnet nach Gl. 3.5.8 (g∗ Faltung) und Gl. 3.5.10 (gx Produkt) mit den unterschiedlichen
Definitionen der Temperaturdifferenz (∆t∗, ∆trSM und ∆t∞) und verglichen mit g-Funktionen nach
Cekaljuk und Kelvin für diesen Abstand (grau).
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Abb. 3.5.4: Die aus Messdaten ermittelten g-Funktionen für die Abstände rSM = 0, 063 m = rb,
rSM = 0, 303 m und rSM = 0, 503 m von der Sondenachse berechnet nach Gl. 3.5.8 (g∗ (∆t∗) Faltung-
Formel) und Gl. 3.5.10 (gx (∆t∗) Produkt-Formel) verglichen mit den g-Funktionen nach Kelvin für den
jeweiligen Abstand (grau).
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3.5.5 Das thermische Problem
Das thermische Problem, das mit dem analytischen Ansatz zu lösen ist, wird in Abb. 3.5.5 dargestellt.
Abb. 3.5.5: Schema des thermischen Problems für die 1U-Sonde, das mit dem analytischen Ansatz zu
lösen ist: geschichteter Halbraum mit einem Bohrloch, das mit Rohrschleifen und Hinterfüllung gefüllt
ist.
Es handelt sich um einen halb-unendlichen Raum, der aus m parallel zu der Halbraumoberfläche ori-
entierten Schichten mit unterschiedlichen Stoffeigenschaften λE,i, ϱE,i, cp,E,i mit i ∈ [1,m] besteht. Die
Anfangstemperatur aller Schichten beträgt t∞. Die Teufen, an denen die Schichten enden, werden mit
Hi mit i ∈ [1,m] bezeichnet. Die Oberfläche des Halbraumes wird mit Teufe H0 bezeichnet. An deren
Oberfläche liegt die zeitlich veränderliche Randbedingung BC0 an, die über die Oberflächentemperatur
oder den Wärmestrom, der über diese Oberfläche eindringt, die Bedingungen an der Erdoberfläche ab-
bilden soll. In diesem Halbraum wurde ein Zylinder mit noch anderen Stoffeigenschaften λF, ϱF, cp,F
platziert, dessen Symmetrieachse senkrecht zu der Oberfläche des Halbraumes ist. In dem Zylinder wur-
den zwei bzw. vier wärmeabgebende Zylinder platziert, deren Wände die Stoffeigenschaften λR, ϱR, cp,R
aufweisen und die am unteren Ende, in der Teufe Hm, jeweils paarweise miteinander verbunden sind.
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Die Wärmeabgabe an den Wänden der zwei bzw. vier Zylinder wird mit RB1, RB2, RB3 und RB4
bezeichnet und stellt zeitlich veränderliche Randbedingungen dar. Sie variiert mit der Teufe und wird
nach den Schichten zusätzlich nummeriert als BC1,1; BC1,2; ... BC1,i; ... BC1,m für das erste Rohr sowie
als BC2,1; BC2,2; ... BC2,i; ... BC2,m für das zweite Rohr, usw. Mithilfe des Superpositionsprinzips [53]
lässt sich dieses Problem in zwei Teilprobleme unterteilen:
1. Wärmeleitungsproblem in einem halb-unendlichen Raum mit der Randbedingung BC0 und An-
fangstemperatur, die gleich null ist und ohne Berücksichtigung der verbleibenden Randbedingun-
gen,
2. Wärmeleitungsproblem in einem halb-unendlichen Raum mit einer Oberflächentemperatur des
Halbraumes, die gleich der Anfangstemperatur und der Temperatur des unendlichen Erdreichs t∞
ist. Dafür berücksichtigt dieses Teilproblem die Randbedingungen BC1,i–BC4,i.
Die Lösung des ersten Problems kann für das homogene Erdreich der Gleichung 2.1.3 entnommen werden.
Für ein geschichtetes Erdreich wird sie von Hahn und Özişik in [53] angegeben als:
tE,i (z, τ) =
∞∑
n=1
e−β
2
n·τ · ψi,nNn ·
M∑
j=1
λE,j
aE,j
·
Hj∫
z′=Hj−1
z′ · ψj,n (z′) · Fj (z′) dz′ (3.5.13)
wobei:
ψi,n = Ai,n · sin
(
βn√aE,i · z
)
+Bi,n · cos
(
βn√aE,i · z
)
Nn =
M∑
j=1
λE,j
aE,j
·
Hj∫
z′=Hj−1
z′ · ψ2j,n (z′) dz′
βn die Eigenwerte sind, die aus einer transzendenten Gleichung bestimmt werden müssen.
Ai,n, Bi,n die Koeffizienten sind, die aus den Randbedingungen bestimmt werden müssen.
Die für unterschiedliche Vereinfachungen entwickelten Lösungen des zweiten Problems werden im Fol-
genden behandelt.
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3.5.5.1 Erdreichtemperatur radial um die einzelne Sonde
Ansatz von Kelvin
Da die Sondenlänge deutlich größer als ihr Durchmesser ist und die Sondenausmaße klein im Ver-
gleich zu dem umgebenden Erdreich sind, wurde die Sonde zuerst als Liniensenke bzw. -quelle betrach-
tet. Die Temperaturverteilung in einem solchen Fall kann durch Integration der Gleichung 3.5.2 über
z′ ∈ (−∞,∞) und in der Zeit von τ ′ ∈ [0, τ ] gewonnen werden. Dabei werden die z-Achse als parallel
zu der Sonde und die Mitte der Sonde auf einer Linie, die parallel zur z-Achse durch den Punkt (0,0,0)
durchgeht, angenommen. Das heißt, dass die positive Richtung der z-Achse der Teufe des Erdreichs
entspricht und dass die Sonde vertikal im Ursprung des Koordinatensystems liegt.
Als Ergebnis bekommt man die Änderung der Erdreichtemperatur mit der sog. Gleichung von Kelvin
ausgedrückt ([25], S. 261, Gl. 3-5, Absatz 10.4 II):
t (x, y, z, τ) = t∞ +
τ∫
0
+∞∫
−∞
∆tBS (q˙, rSM) dz′ dτ ′
= t∞ +
τ∫
0
⎧⎪⎨⎪⎩
∞∫
−∞
⎡⎢⎣ q˙
ϱ · cp ·
(
2 ·√π · aE · (τ − τ ′))3 ·
· exp
(
− (x − x
′)2 + (y− y′)2 + (z− z′)2
4 · aE · (τ − τ ′)
)]
dz′
}
dτ ′
= t∞ +
τ∫
0
{
q˙
4 · π · λE · (τ − τ ′) · exp
(
− (x − x
′)2 + (y− y′)2
4 · aE · (τ − τ ′)
)}
dτ ′ =
t (rSM, τ) = t∞ +
q˙
4 · π · λE ·
∞∫
r2SM
4·aE·τ
e−u
u du
= t∞ +
q˙
2 · π · λE ·
1
2 · E1
(
r2SM
4 · aE · τ
)
= t∞ − q˙2 · π · λE ·
1
2 · Ei
(
− r
2
SM
4 · aE · τ
)
= t∞ − q˙2 · π · λE · gKelvin (3.5.14)
mit:
gKelvin =
1
2 · Ei
(
− r
2
SM
4 · aE · τ
)
(3.5.15)
die einer unendlichen Linienquelle im unendlichen, homogenen Erdreich entspricht.
Dabei sind folgende Substitutionen verwendet worden:
rSM =
√
(x − x′)2 + (y− y′)2
u = r
2
SM
4·aE·(τ−τ ′) ; τ − τ ′ =
r2SM
4·aE·u ; τ
′ = τ − r2SM4·aE·u
du = r
2
SM
4·aE·(τ−τ ′)2 · dτ ; dτ
′ = r
2
SM
4·aE·u2 · du
u (τ ′ = 0) = r
2
SM
4·aE·τ ; u (τ
′ = τ) =∞
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En (x) =
∞∫
1
e−x·u
un du wobei x > 0 hier mit n = 1
Ei (x) =
∞∫
−x
e−u
u du = −E1 (−x) =
x∫
−∞
eu
u du für x ∈ R
Die exponentiellen Integrale E1 bzw. Ei können als unendliche Summen dargestellt werden:
E1 (x) = − ln (x)− γ −
∞∑
k=1
(−x)k
k · k! (3.5.16)
bzw.
Ei (x) = ln (x) + γ +
∞∑
k=1
xk
k · k!
wobei γ die Euler-Mascheroni Konstante darstellt:
γ = lim
n→∞
(
− ln (n) +
n∑
k=1
1
k
)
= −
∞∫
0
e−x · ln (x) dx = −
1∫
0
ln
[
ln
(
1
x
)]
dx ≈ 0, 5772156649 . . .
Durch die Anwendung des Superpositionsprinzips kann man diese Lösung auf den Fall der n Wärme-
entzüge (siehe Abildung 3.5.2) verallgemeinern:
tAVG,E (rSM, τ) = t∞ +
1
2 · π · λE ·
n∑
i=1
[
(q˙i − q˙i−1) · gKelvin (rSM, τ − τi−1)
]
(3.5.17)
gKelvin (rSM, τx) =
1
2 · E1
(
r2SM
4 · aE · τx
)
Abbildung 3.5.6 zeigt den Verlauf der g-Funktion nach Kelvin in Abhängigkeit von dem Abstand des
Messpunktes von der Sondenachse, d. h. der Linie, auf der die Quelle freigesetzt wird. Es besteht in
diesem Fall keine Abhängigkeit von den Stoffeigenschaften, was mithilfe der Näherung der Kelvinschen
g-Funktion erklärt werden kann:
gKelvin
log [For]
=
ln
(
4·aE·τ
r2SM
)
− γ2
log
(
aE·τ
r2b
) = log
(
aE · τ · 4·
√
eγ
r2SM
)
log
(
aE · τ · 1r2b
)
· log (e)
Das Verhältnis der g-Funktion zur dimensionslosen Zeit enthält sowohl im Zähler als auch im Nenner
einen Logarithmus von aE · τ , der imstande ist, die gesamte Kurve in der Zeit zu verschieben. In der
dimensionslosen Darstellung (g-Funktion von For) erfolgt die Verschiebung entlang der charakteristischen
Kurve, deren Verlauf nur von der Sondengeometrie abhängt.
Vergleich mit Messdaten von Beier et al.
Abbildung 3.5.7 zeigt die Temperaturverläufe im Erdreich, berechnet nach dem Ansatz von Kelvin,
verglichen mit den Messdaten von Beier et al. [15], die in den Abschnitten 3.5.4 und 3.4.1 detailliert
beschrieben wurden. Abbildung 3.5.8 zeigt die Abweichungen zwischen den zwei Messreihen von Beier et
al. und den berechneten Werten der Erdreichtemperatur nach der Kelvin’schen g-Funktion für die von
Beier et al. gemessenen Lasten und drei Abstände von der Sonde. Die Abweichungen sind am größten
an der Bohrlochwand, mit einem Maximum am Anfang des Thermal-Response-Tests. Die Abweichungen
fallen mit steigendem Abstand von der Sondenachse, sodass sie für rSM = 0, 503 m deutlich unter 0,1 K
bleiben.
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Abb. 3.5.6: Verlauf der g-Funktion nach Kelvin in Abhängigkeit von dem Abstand von der Quelle.
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Abb. 3.5.7: Vergleich der Temperaturverläufe im Erdreich infolge der Wärmeentzüge aus dem Experiment
von Beier [15], berechnet mit einer g-Funktion nach Kelvin (schwarz, durchgestrichen) mit den Messdaten
(rot, kontinuierlich), für die drei Abstände von der Sonde.
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Abb. 3.5.9: Die Temperatur der Bohrlochwand nach dem Ansatz von Kelvin (siehe Gl. 3.5.17), wenn die
Sonde mit den Wärmeentzügen nach Abb. 2.3.6 belastet wurde.
3.5.5 DAS THERMISCHE PROBLEM 131
Langzeitverhalten der Bohrlochtemperatur
Abbildung 3.5.9 gibt die Verläufe der Bohrlochtemperatur wieder, die nach diesem Ansatz (Gl. 3.5.17)
für die Bohrlochwand (rSM = 0, 055 m) für die realistischen Beispiellasten, die in Abb. 2.3.6 in Abschnitt
2 beschrieben sind, berechnet wurden. Diese Ergebnisse bilden die Basis zum Vergleich des Langzeitver-
haltens der im Folgenden vorgestellten g-Funktionen dar. Das Langzeitverhalten der Bohrlochtemperatur
wird bei den anderen g-Funktionen als die Abweichung von den hier abgebildeten Daten dargestellt.
Von diesem Punkt an kann die weitere Entwicklung in zwei Richtungen gehen:
· genauere Abbildung der axialen Effekte (entlang der Sonde) durch Betrachtung des halb-unendlichen
Mediums und der finiten Länge der Wärmesenke bzw. -quelle. Die komplizierte Geometrie der Son-
de wird weiterhin zu einer Linienquelle vereinfacht. Dafür wird die tatsächliche Länge der Sonde
realistisch berücksichtigt. Dieser Ansatz bildet das Langzeitverhalten und das Temperaturfeld weit
von der Sonde gut ab. Er vernachlässigt die thermische Kapazität der Sole, der Füllung und der
Sondenrohre, d. h. nahe und kurzzeitige Effekte.
· genauere Abbildung der radialen Effekte in einer Ebene senkrecht zu der Sondenachse. Die kom-
plizierte Sondengeometrie wird als ein Zylinder mit dem äquivalenten Radius oder durch mehrere
Linienquellen abgebildet. Die Linienquellen können dabei entweder direkt im Erdreich (fehlerbe-
haftet) oder in einer zylindrischen Hinterfüllung (genauer) abgebildet werden. Die genaueren Lö-
sungen, die die Eigenschaften der Hinterfüllung berücksichtigen, bleiben stets in zwei Dimensionen,
d. h. sie nehmen eine unendliche Länge der Sonde an. Dieser Ansatz bildet das Kurzzeitverhalten
und die Temperaturverteilung nahe der Sonde besser ab. Er vernachlässigt jedoch völlig die axialen
Effekte.
Eine analytische Lösung, die eine höhere Auflösung der beiden Aspekte gleichzeitig bietet, ist zurzeit
nicht bekannt. Beide Wege werden nachfolgend näher vorgestellt und die Unterschiede zwischen ihnen
dargelegt.
Alternativ kann auch eine Gleichung gelöst werden, die eine größere Relevanz für das Betriebsverhalten
der Sonden besitzt, z. B. ein Gleichungssystem für Wärme- und Stoffübertragung oder die Gleichung
für Wärmeleitung mit Grundwasserströmung. Diese letzte Variante wird in Abschnitt 3.5.5.3 kurz dar-
gestellt.
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Axiale Effekte - Ansatz von Eskilson
Aus der Herangehensweise, die die axiale Temperaturverteilung am besten abbildet, stammt die Glei-
chung von Eskilson ([39], S. 21, Eq. A.1):
t (x, y, z, τ) = t∞ +
τ∫
0
Hm∫
H0
∆tBS (+q˙, rS)−∆tBS (−q˙, rQ) dz′ dτ
= t∞ +
τ∫
0
{
Hm∫
H0
[
q˙
ϱ·cp·
(
2·
√
π·a·(τ−τ ′)
)3 · exp(− (x−x′)2+(y−y′)2+(z−z′)24·a·(τ−τ ′) )
− q˙
ϱ·cp·
(
2·
√
π·a·(τ−τ ′)
)3 · exp(− (x−x′)2+(y−y′)2+(z+z′)24·a·(τ−τ ′) )] dz′} dτ ′
die in zylindrischen Koordinaten wie folgt ausgedrückt werden kann:
t (rSM, z, τ) = t∞ + q˙4·π·λE ·
Hm∫
H0
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
erfc
(
rQ√
4·a·(τ−τ′)
)
rQ −
erfc
(
rS√
4·a·(τ−τ′)
)
rS
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭dz′ (3.5.18)
Dabei ist
erfc (x) = 1− erf (x) = 2√
π
·
∞∫
x
e−u
2
du (3.5.19)
die komplementäre bzw. konjugierte Fehlerfunktion und
erf (x) = 2√
π
·
x∫
0
e−u
2
du (3.5.20)
die Fehlerfunktion selbst. Die Formel 3.5.18 drückt die Temperaturverteilung rund um eine Linienquelle
der endlichen Länge in einem halb-unendlichen Raum aus, wenn folgende Annahmen erfüllt sind:
1. Das Erdreich wird als homogenes, halb-infinites Medium betrachtet.
2. Die Temperatur des Erdreichs, unendlich weit von der Sonde, wird als konstant und gleich t∞
angenommen.
3. Die Erdoberfläche weist eine konstante Temperatur gleich t∞ auf.
4. Die Wärmeabgabe bzw. -entnahme der Sonde ist konstant entlang ihrer ganzen Länge und beträgt
q˙ im Zeitschritt k.
Diese Annahmen vernachlässigen also die Schichtung des Erdreichs, Asymmetrie der Wärmeausbreitung,
Variabilität der Temperatur der Erdoberfläche und Unterschiede in der Wärmeabgabe zwischen den
unterschiedlich tief liegenden Segmenten der Sonde. Sie stellen aber eine Verbesserung im Vergleich
zu der Gleichung von Kelvin dar, weil sie einen Halbraum betrachten und weil die Sonde eine finite
Länge besitzt. Der Vergleich der Modellierungsannahmen für die Gleichungen von Kelvin und Eskilson
ist schematisch in Abb. 3.5.10 dargestellt.
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Abb. 3.5.10: Randbedingungen für Berechnung der g-Funktionen, die axiale Effekte abbilden. q˙ ist die
längenbezogene Wärmeabgabe einer Sonde bzw. Sondenabschnittes in Wm , die konstant über die gesamte
Sondenlänge ist.
Bei der Ableitung der Eskilson’schen Gleichung sind folgende Substitutionen verwendet worden:
rSM =
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 (3.5.21)
rQ =
√
r2SM + (z− z′)2 ; rS =
√
r2SM + (z + z′)
2 (3.5.22)
u = rQ√
4·a·(τ−τ ′) ; v =
rS√
4·a·(τ−τ ′)
τ ′ = τ − r
2
Q
4·a·u2 ; τ ′ = τ − r
2
S
4·a·v2
du = rQ
4·
√
a·(τ−τ ′)3 · dτ
′ ; dv = rS
4·
√
a·(τ−τ ′)3 · dτ
′
dτ ′ = − 4·
√
a·(τ−τ ′)2
rQ · du ; dτ ′ = −
4·
√
a·(τ−τ ′)2
rS · dv
u (τ ′ = 0) = rQ√4·a·τ ; u (τ
′ = τ) =∞
v (τ ′ = 0) = rS√4·a·τ ; v (τ
′ = τ) =∞
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Wichtig für die Modellierung der Sonde ist die mittlere Temperatur entlang der Sonde tAVG,E auf dem
äußersten Rand des berechneten Gebiets, weil diese als die Randbedingung für die numerischen Modelle
dient, die die Temperaturverteilung im Erdreich bzw. in der Hinterfüllung bestimmen. Sie wurde zuerst
von Zeng et al. [128] angegeben (und von Lamarche und Beauchamp [81] aufgegriffen) und kann wie
folgt berechnet werden:
tAVG,E (rSM, τ) =
1
Hm −H0 ·
Hm∫
H0
t (rSM, z, τ) dz
Sie stellt also einen Mittelwert aus der Temperaturverteilung auf der ganzen Sondenlänge im Abstand
rSM von der Sondenmitte dar. Nach Substitution von:
ξL = zHm ; ηL =
z′
Hm ; βL =
rSM
Hm
z = Hm · ξL ; z′ = Hm · ηL ; rSM = Hm · βL
dξL = dzHm ; dηL =
dz′
Hm ; dβL =
drSM
Hm
dz = Hm · dξL ; dz′ = Hm · dηL ; drSM = Hm · dβL
rQ =
√
(Hm · βL)2 + (Hm · ξL −Hm · ηL)2 = Hm ·
√
β2L + (ξL − ηL)2 und
rS =
√
(Hm · βL)2 + (Hm · ξL +Hm · ηL)2 = Hm ·
√
β2L + (ξL + ηL)
2
und Anwendung des Superpositionsprinzips für n Wärmeentzüge gewinnt man eine Formel für die mitt-
lere Temperatur am Ende einer Periode [0, τ ] in der Konvention der g-Funktionen:
tAVG,E (rSM, τ) = t∞ +
1
2 · π · λE ·
n∑
i=1
[(q˙i − q˙i−1) · gEskilson (βL, τ − τi−1)] (3.5.23)
wobei:
gEskilson (βL, τx) =
1
2 ·
1
Hm −H0 ·
Hm∫
H0
Hm∫
H0
⎡⎣erfc
(
rQ√
4·a·τx
)
rQ
−
erfc
(
rS√
4·a·τx
)
rS
⎤⎦ dz′ dz
(3.5.24)
= 12 ·
1∫
0
1∫
0
⎡⎣erfc
(
Hm ·˜r−√
4·a·τx
)
r˜− −
erfc
(
Hm ·˜r+√
4·a·τx
)
r˜+
⎤⎦ dξL dηL (3.5.25)
r˜− =
√
β2L + (ξL − ηL)2
r˜+ =
√
β2L + (ξL + ηL)
2
Die früheren Quellen (z. B. Eskilson [39]) haben eine vereinfachte Version dieser Gleichung mit ηL = 0, 5 = const.
(und dem daraus resultierenden einfachen Integral) verwendet. Der Unterschied zwischen diesen zwei
Annahmen (d. h. zwischen mittlerer Temperatur und Temperatur in der Mitte der Sonde) soll nach Zeng
et al. [128] in einer Temperaturabweichung von ca. 5 % resultieren, die relativ unabhängig von der Zeit ist.
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Lamarche und Beauchamp [81] haben eine Umformung dieses doppelten Integrals vorgeschlagen, die es
als ein einfaches Integral darstellen lässt, das wie folgt aufgeschrieben werden kann:
gEs (βL; τx) =
√
β2L+1∫
βL
erfc
(
Hm ·˜r−√
4·a·τx
)
√
(r˜−)2 − β2L
dr˜− −DA −
√
β2L+4∫
√
β2L+1
erfc
(
Hm ·˜r+√
4·a·τx
)
√
(r˜+)2 − β2L
dr˜+ −DB (3.5.26)
mit:
DA =
√
β2L + 1 · erfc
(
Hm√
4 · a · τx ·
√
β2L + 1
)
− βL · erfc
(
Hm · βL√
4 · a · τx
)
−
exp
(
−H
2
m·(β2L+1)
4·a·τx
)
− exp
(
−H2m·β2L4·a·τx
)
βL ·
√
π
und:
DB =
√
β2L + 1 · erfc
⎛⎝Hm ·
√
β2L + 1
4 · a · τx
⎞⎠+
−12 ·
⎡⎣βL · erfc( Hm · βL√4 · a · τx
)
+
√
β2L + 4 · erfc
⎛⎝Hm ·
√
β2L + 4
4 · a · τx
⎞⎠⎤⎦+
−
exp
(
−H
2
m·(β2L+1)
4·a·τx
)
− 12 ·
[
exp
(
−H2m·β2L4·a·τx
)
+ exp
(
−H
2
m·(β2L+4)
4·a·τx
)]
βL ·
√
π
Es erfolgt eine Vereinfachung des doppelten Integrals in zwei Einfachintegrale, die dafür aber zum Teil
eine Singularität als Integrationsgrenze haben.
Für die Gleichung 3.5.18 kann eine stationäre Lösung für H0 = 0 ausgedrückt werden als:
tstat (z, rSM) = t∞ +
q˙
4 · π · λE ·
⎡⎣ln
⎛⎝ z +√z2 + r2SM
z−Hm +
√
(z−Hm)2 + r2SM
⎞⎠+
+ ln
⎛⎝ z +√z2 + r2SM
z + Hm +
√
(z + Hm)2 + r2SM
⎞⎠⎤⎦ (3.5.27)
was nach Eskilson [39] vereinfacht werden kann zu einem Mittelwert von:
tAVG,stat =
1
Hm
·
Hm∫
0
tstat dz = t∞ +
q˙
2 · π · λE · ln
(
Hm√
4, 5 · rb
)
≈ t∞ + q˙2 · π · λE · ln
(
Hm
2 · rb
)
(3.5.28)
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Der stationäre Zustand wird erreicht zu dem Zeitpunkt τS, der als Überschneidung des Temperaturprofils
nach Kelvin (Gl. 3.5.15 mit Approximation aus Gl. 3.5.16) mit der stationären Lösung (Gl.3.5.28)
bestimmt werden kann:
ln
(
Hm
2 · r2b
)
= 12 · E1
(
r2b
4 · aE · τS
)
≈ ln
(
4 · aE · τS
r2b
) 1
2
− γ2 = ln
(√
4 · aE · τS
r2b
)
− ln
(√
eγ
)
Die charakteristische Zeit für das Bohrloch, in dem der stationäre Zustand erreicht wird, ist somit:
τS =
H2m · eγ
aE · 16 ≈
H2m
9 · aE
Sie gibt die grobe Schätzung für die Zeit an, die vom Bohrloch zum Erreichen eines nahezu stationären
thermischen Zustandes gebraucht wird. Das Verhältnis der Zeit zur charakteristischen Zeit des Bohrlochs
wird von einigen Autoren [98] als Eskilson-Zahl bezeichnet:
Es = τ
τS
Basierend darauf schlug Eskilson [39] die folgende Formulierung für eine vereinfachte stationäre g-
Funktion vor:
gstat =
⎧⎨⎩ MAX
{
0; 12 ·
[
ln
(
4·aE·τ
r2b
)
− γ
]}
für 5·r
2
b
aE ≤ τ ≤ τs
ln
(
Hm√
4,5·rb
)
für τ ≥ τs
⎫⎬⎭ (3.5.29)
Abbildung 3.5.11 stellt den Verlauf der g-Funktionen für das Modell von Eskilson dar. Der Verlauf der
g-Funktionen soll möglichst universell und abgekoppelt von den lokalen Stoffeigenschaften und der Son-
dengeometrie dargestellt werden. Zu diesem Zweck werden dimensionslose Zahlen, konkret die Fourier-
Zahl benutzt. Die Fourier-Zahl drückt das Verhältnis der geleiteten Wärme zu der gespeicherten Wärme
aus:
Fo = LeitungSpeicherung =
λ · τ · L
ϱ · cp · L3 =
a · τ
L2
Die charakteristische Länge L kann bei einer Erdwärmesonde auf zwei Arten definiert werden, die zwei
Definitionen der Fourier-Zahl zur Folge haben:
1. entweder als die Sondenlänge bzw. die Länge des thermisch aktiven Sondenteils:
FoH =
aE · τ
(Hm −H0)2
2. oder als Radius der Sonde bzw. der Bohrung:
For =
aE · τ
r2b
Mit der ersten Definition der Fourier-Zahl lässt sich die sog. Eskilson-Zahl ausdrücken:
Es = 9 · τ · aEH2m
= 9 · FoH
wenn H0 = 0 m angenommen wird. Es ist sichtbar, dass das Modell von Eskilson bis zu einem gewissen
Wert von For = aE·τr2B die gleichen Ergebnisse liefert wie die Gleichung von Kelvin.
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Abb. 3.5.11: Verlauf der g-Funktionen nach Eskilson für verschiedene Abstände von der Sondenmitte
(oben, für Hm = 100 m) und für verschiedene Sondenlängen (unten, für rSM = 0, 055 m = rb) verglichen
mit der Kelvinschen Funktion (unendliche Linienquelle) und mit der stationären Lösung (Gl. 3.5.29).
Oben wurden die Zeiten für die Stoffeigenschaften nach Tabelle 2.3.1 angegeben, mit den Bezeichnun-
gen: s–Sekunden, min–Minuten, h–Stunden, d–Tage, w–Wochen, m–Monate, a–Jahre. Unten wurden
die charakteristischen Zeiten für diese Stoffeigenschaften eingetragen. Die Berechnung erfolgte mithil-
fe der Berechnungsalgorithmen zur Bestimmung von Fehlerfunktionen (Gl. 3.5.19), die von Ooura [97]
stammen.
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Ab diesem Grenzwert spalten sich die g-Funktionen von Eskilson von der Kelvinschen Gleichung schneller
oder langsamer ab, um sich dann relativ schnell zu stabilisieren. Der Grenzwert hängt von der Länge der
Sonde und von den Eigenschaften des umgebenden Erdreichs ab. Die thermische Antwort einer unendli-
chen Quelle erfährt keine Beschränkung im Laufe der Zeit. Die g-Funktionen von Eskilson sind abhängig
von der Sondenlänge. Deswegen kann man sagen, dass die Eskilsonsche Funktion die axialen Effekte in
dem die Sonde umgebenden Erdreich abbildet und ihr Langzeitverhalten richtig abschätzt. Eskilson gibt
an, dass seine Formeln erst ab einem Wert von For ≥ 5 (d. h. ab log10(For) ≥ log10(5) ≈ 0, 69897) gültig
sind. Diese Beschränkung betrifft eindeutig die stationäre Lösung (Gl. 3.5.29) und stammt aus der von
ihm benutzten Vereinfachung zur Berechnung des exponentiellen Integrals (vgl. Abb. 3.5.11 mit Gl. 3.5.16
und 3.5.29). Ingersoll et al. [71] geben für die Gültigkeit der Kelvinschen Gleichung in diesem Bereich, wie
später (Abb. 3.5.28 und Diskussion auf der Seite 157) gezeigt wird, noch schärfere Gültigkeitskriterien
von For ≥ 22, 5 (d. h. ab log10(For) ≥ log10(22, 5) ≈ 1, 35218) an. Dieselben Autoren geben ein geringfü-
gig schwächeres Gültigkeitskriterium von For ≥ 20, 0 (d. h. ab log10(For) ≥ log10(20, 0) ≈ 1, 30103) an,
für einen Ansatz, der dem von Eskilson ähnelt, indem man auch eine endliche Linienquelle im unendli-
chen Medium betrachtet.
Vergleich mit Messdaten von Beier et al.
Abbildung 3.5.12 gibt die Temperaturunterschiede zwischen den Messdaten nach Beier [15] (für detaillier-
te Beschreibung siehe Abschnitte 3.5.4 und 3.4.1) und den mit dem Ansatz von Eskilson nachberechneten
Erdreichtemperaturen für die drei Abstände von der Sonde. Die Temperaturen sind sehr ähnlich zu den
nach g-Funktion nach Kelvin was aus dem sehr ähnlichen Verlauf der g-Funktionen in dem Bereich der
deringen For-Werte folgt. Die Abweichungen von den Messdaten fallen mit der steigenden Entfernung
der Messstelle von der Sondenachse. Für den Abstand von ca. 0,5 m liegen sie nach 50 Stunden unter
0,1 K.
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Abb. 3.5.12: Abweichungen der Erdreichtemperatur infolge der Wärmeentzüge aus dem Experiment
von Beier [15], zwischen den originalen Messdaten und den berechneten Werten nach g-Funktion von
Eskilson, für die drei Abstände von der Sonde, für die zwei Messreihen (Messreihe 1 – rot; Messreihe 2
– schwarz).
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Langzeitverhalten der Bohrlochtemperatur
Abbildung 3.5.13 gibt die Verläufe der Bohrlochwandtemperatur (rSM = 0, 055 m), die mit den Wärme-
entzugsdaten aus Abb. 2.3.6 im Abschnitt 2 unter Verwendung des Eskilsonschen Gleichung (Gl. 3.5.23)
berechnet wurden an. Die Abweichungen zwischen den Temperaturen für die beiden Berechnungsmetho-
den werden in Abb. 3.5.14 dargestellt. Die Abweichungen erreichen im Laufe der 10 Jahre die Größenord-
nung von 0,15 K und brauchen weitere 40 Jahre, um auf Niveau von 0,3 K zu steigen. Dies bezeugt, dass
die Funktionen von Kelvin und Eskilson im Bereich der niedrigen For-Werte sehr ähnlich verlaufen, in
der Langzeitperspktive jedoch zu sichtbaren Unterschieden führen. Die Norm DIN EN 15450 [37] gib an,
dass eine Änderung des Temperaturunterschiedes zwischen der oberen und unteren Quelle einer Wärme-
pumpe um 1 Grad Kelvin in einer COP-Änderung von ca. 2 % resultiert. Nach zehn Jahren wären also
bei Vergleich dieser zwei g-Funktionen durch die Extrapolation dieses Normwertes COP-Unterschiede
von 0,3 zu erwarten.
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Abb. 3.5.13: Die Temperatur der Bohrlochwand nach dem Ansatz von Eskilson (siehe Gl. 3.5.23), wenn
die Sonde mit den Wärmeentzügen nach Abb. 2.3.6 belastet wurde.
An dieser Stelle ist es ratsam, sich der physikalischen Bedeutung der dimensionslosen Zeit in Form
der Fourier-Zahlen bewusst zu werden. Tabelle 3.5.1 gibt die Umrechnung der dimensionslosen Fourier-
Zahlen in Zeiten für ein Erdreich an, das aus Sand und Kies besteht und eine Temperaturleitfähigkeit
von 1 · 10−6 m2s aufweist. Die Tabelle macht klar, dass die Gültigkeit der Formel von Eskilson an der
Bohrlochwand erst nach mindestens vier Stunden gegeben ist. Die zeitliche Änderung der Temperatur-
verteilungen, die in Abb. 2.3.9 in Abschnitt 2 gezeigt wurde, macht klar, dass so lange Reaktionszeiten
des Modells zur Verfälschung der Ergebnisse führen müssen. Mit steigender Entfernung des zu model-
lierenden Gebiets wird die Grenzzeit auch immer länger, sodass entweder nur relativ kleine Radien oder
ausreichende Anlaufzeiten vorzusehen sind. Der Vergleich der Daten aus Tabelle 3.5.1 mit Abbildung
3.5.11 zeigt, dass die dort sichtbaren Unterschiede zwischen den Ansätzen von Kelvin und Eskilson in
dem Langzeitverhalten einer 100 m langen Sonde erst nach ca. 10 Jahren zum Tragen kommen. Ihre
deutliche Ausbildung ist innerhalb der geplanten Lebenszeit der Sondenanlage nicht zu erwarten.
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Abb. 3.5.14: Die Unterschiede in den Verläufen der Bohrlochwandtemperatur zwischen dem Ansatz von
Eskilson und dem von Kelvin für die Wärmeentzüge nach Abb. 2.3.6.
Tabelle 3.5.1: Umrechnung der Fourierzahlen in Zeiteinheiten für verschiedene Abstände von der Wär-
mequelle, die im Erdreich mit folgenden Eigenschaften (nach Tab. 2.3.1) versenkt ist: λE = 2 Wm·K ,
ϱE = 2000 kgm3 , cp,E=1000
J
kg·K . Dabei stehen „s“ für Sekunden, „min“ für Minuten, „h“ für Stunden,
„d“ für Tage, „w“ für Wochen, „m“ für Monate, „y“ für Jahre und „Ty“ für Jahrtausende.
r in m
log( For) 0,055 0,1 0,5 1,0 2,0 5,0 10,0 20,0
-2 30,3 s 100 s 41,7 min 2,8 h 11,1 h 2,9 d 1,7 w 1,5 m
-1 5 min 16,7 min 6,9 h 1,2 d 4,6 d 1 m 3,9 m 1,3 y
0 50,4 min 2,8 h 2,9 d 1,7 w 1,5 m 9,6 m 3,2 y 12,7 y
0,69897 4,2 h 13,9 h 2,1 w 1,9 m 7,7 m 4 y 15,9 y 63,4 y
1 8,4 h 1,2 d 4,1 w 3,9 m 1,3 y 7,9 y 31,7 y 127 y
2 3,5 d 1,7 w 9,6 m 3,2 y 12,7 y 79,3 y 317 y 1,3 Ty
3 5 w 3,9 m 7,9 y 31,7 y 127 y 793 y 3,1 Ty 12 Ty
4 11,7 m 3,2 y 79,3 y 317 y 1,3 Ty 7,9 Ty 32 Ty
5 9,6 y 31,7 y 793 y 3,2 Ty 13 Ty 79 Ty
6 95,9 y 317 y 7,9 Ty 32 Ty
Die Verwendung der Stoffwerte des Erdreichs bei der Berechnung einer Randtemperatur, direkt am Rand
des Bohrlochs, scheint wenig Sinn zu haben, weil die Wärme zuerst über die Hinterfüllung mit anderen
Eigenschaften übertragen werden muss. Es leuchtet also ein, die Gültigkeitsgrenzen für die Stoffeigen-
schaften der Hinterfüllung zu berechnen. Die Reaktionszeiten für einen halb-unendlichen Raum, der die
Eigenschaften der Hinterfüllung besitzt, werden in Tabelle 3.5.2 dargestellt. Bei ihrer Verwendung wird
aber die Wärmeleitung in dem unendlichen Erdreich falsch abgebildet.
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Die tatsächliche Reaktion der Bohrlochwandtemperatur wird zwischen den beiden Extremwerten für
Erdreich ohne Hinterfüllung und mit unendlicher Hinterfüllung ohne Erdreich liegen.
Tabelle 3.5.2: Umrechnung der Fourierzahlen in Zeitenheiten, für verschiedene Abstände von der Wär-
mequelle und die Masseverhältnisse der Füllung und des Erdreichs mFmF+mE . Die Sonde ist versenkt in
einem Medium mit folgenden Eigenschaften: λ = 0, 81 Wm·K , ϱ = 1180
kg
m3 , cp=1000
J
kg·K . Dabei stehen „h“
für Stunden, „d“ für Tage, „m“ für Monate und „y“ für Jahre.
Radius in m 0,055 0,1 0,5 1,0 2,0 5,0 10,0
log(For)=0,69897 18,6 h 2,6 d 2,1 m 8,5 m 2,8 y 17,6 y 70,2 y
mF
mF+mE 1,00000 0,20374 0,00717 0,00179 0,00045 0,00007 0,00002
Die Zeitwerte für die Hinterfüllung aus Bentonit sind ca. viermal höher als die Werte für Erdreich (Sand).
Bei einer merkbaren Wärmeübertragung zwischen Sonde und Erdreich scheint es unrealistisch, dass die
Berechnungsformel ihre Gültigkeit an der Bohrlochwand vor dem Eintreffen einer Wärmefront und der
damit verbundenen Temperaturänderung erlangen kann. Man kann dieses Problem umgehen, indem
man eine entsprechend lange Anlaufzeit vorsieht, während der die Wärmeentzüge aus der Sonde eine
angemessene Temperaturänderung an der Bohrlochwand verursachen. Ein anderer Weg ist die Wahl
eines größeren Radius, auf dem die Berechnung stattfinden soll. Dies hat zwei Vorteile: Zum einen wird
die Amplitude der Temperaturänderung aufgrund der radial-symmetrischen Wärmeausbreitung in der
Sondennähe mit dem steigenden Radius immer kleiner. Zum anderen kann man bei entsprechend großem
Radius davon ausgehen, dass die Stoffwerte des Mediums, in dem die Sonde versenkt ist, sehr nah an
den Stoffwerten für das Erdreich liegen, weil die Masse der Hinterfüllung mF im Vergleich zu der Masse
des simulierten Erdreichgebietes mE vernachlässigbar klein wird (siehe Werte von mFmF+mE =
ϱ·r2B
ϱ·r2B+ϱ·r2
,
Tabelle 3.5.2). Bei einem Radius von 0,5 m ist dieser Anteil bei den üblichen Bohrdurchmessern kleiner
als ein Prozent.
142 3.5. ERDREICHMODELLIERUNG MIT G-FUNKTIONEN
Radiale Effekte
Abbildung 3.5.15 stellt Randbedingungen und Geometrie für die Modelle, die die axialen Effekte ab-
bilden dar. Den Ausgangspunkt der Betrachtungen bilden die g-Funktion nach Kelvin, deren Annahmen:
· unendliche Linie,
· in einem unendlichen Raum,
· mit einer konstanten, längebezogenen Wärmeabgabe q˙
in der Abb. 3.5.15 a dargestellt wurden.
Abb. 3.5.15: Randbedingungen für Berechnung der g-Funktionen, die radiale Effekte abbilden.
Ansatz von Carslaw und Jaeger
Die populärste Lösung, die eine bessere radiale Auflösung als die Kelvinsche Funktion modelliert,
ist die Gleichung von Carslaw und Jaeger ([24] S. 227, aufgegriffen von Ingersoll et al. [71], sowie von
Lamarche und Beauchamp [82] und von anderen):
tE (rSM, τ) = t∞ +
q˙
2 · π · λE ·
2
π
·
∞∫
0
{[
exp
(
−u2 · τ · aEr2b
)
− 1
]
·
·
J0
(
rSM
rb · u
)
·Y1 (u)−Y0
(
rSM
rb · u
)
· J1 (u)
u2 · [Y21 (u) + J21 (u)]
⎫⎬⎭ du (3.5.30)
bzw.:
tE (rSM, τ) = t∞ +
1
2 · π · λE ·
n∑
i=1
[(q˙i − q˙i−1) · gC&J (rSM, τ − τi−1)] (3.5.31)
gC&J (rSM, τx) =
2
π
·
∞∫
0
{[
exp
(
−u2 · τx · aEr2eq
)
− 1
]
·
·
J0
(
rSM
req · u
)
·Y1 (u)−Y0
(
rSM
req · u
)
· J1 (u)
u2 · [Y21 (u) + J21 (u)]
⎫⎬⎭ du (3.5.32)
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die die Temperaturverteilung rund um eine zylindrische Wärmequelle bzw. -senke in einem unendlichen
homogenen Raum darstellt (siehe Abb. 3.5.15 b). Diese Gleichung wird von manchen Autoren auch
Ingersoll und Plass [70] zugeschrieben, die diese zum ersten Mal im Zusammenhang mit der Modellierung
der Erdsonden benutzt haben.
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Abb. 3.5.16: G-Funktionen nach dem Ansatz von Carslaw und Jaeger für verschiedene Annahmen des
äquivalenten Radius. Zum Vergleich wurden auch die g-Funktion nach Kelvin (rot) und die Näherungs-
formel von ASHRAE (Gl. 2.4.1 – grau, durchgestrichelt) eingetragen.
Abbildung 3.5.16 zeigt den Verlauf der aus Gl. 3.5.32 resultierenden g-Funktionen, die mit der steigenden
Dicke der Hinterfüllung immer näher an die g-Funktion nach Kelvin rückt. Das ist bedingt durch den
immer größer werdenden thermischen Widerstand zwischen der wärmeabgebenden Oberfläche und dem
Messpunkt am Radius rSM. Im einen Grenzfall wird dieser Widerstand gleich demWiderstand einer Hülle
mit der Dicke rb − r0,a. Im anderen Grenzfall gibt es diesen Widerstand nicht, wenn der äquivalente
Radius gleich dem Bohrlochradius und dem Messpunktradius ist, req = rb = rSM, was eine sofortige
Reaktion der g-Funktion auf den Wärmeimpuls zur Folge hat, d. h. g-Funktion ist größer als null für
alle For.
Die Approximation dieser g-Funktion nach dem Vorschrift von ASHRAE (Gl. 2.4.1) ist relativ grob und
kann für die weitere Berechnungen nicht empfohlen werden.
Vergleich mit Messdaten von Beier et al.
Abbildung 3.5.17 zeigt gibt die Temperaturunterschiede zwischen den Messdaten nach Beier [15] (für eine
detaillierte Beschreibung siehe die Abschnitte 3.5.4 und 3.4.1) und den mit dem Ansatz von Carslaw und
Jaeger nachberechneten Erdreichtemperaturen für die drei Abstände von der Sonde an. Die Abbildung
zeigt diese Abweichungen für einen äquivalenten Durchmesser nach der Methode von Gu und O’Neal,
der die geringste Temperaturabweichung erzeugt hat. Das Verhalten der Abweichungen ist ähnlich wie
bei den anderen g-Funktionen, d. h. groß an der Bohrlochwand und abklingend mit der steigenden
Entfernung von der Sondenachse.
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Abb. 3.5.17: Abweichungen der Erdreichtemperatur infolge der Wärmeentzüge aus dem Experiment von
Beier [15], zwischen den originalen Messdaten und den berechneten Werten nach g-Funktion von Carslaw
und Jaeger und äquivalentem Radius nach Bose (req =
√
2 · r0,i), für die drei Abstände von der Sonde,
für die zwei Messreihen (Messreihe 1 – rot; Messreihe 2 – schwarz).
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Abb. 3.5.18: Unterschiede in den Verläufen der Bohrlochwandtemperatur zwischen dem Ansatz von
Kelvin und dem von Carslaw und Jaeger für die Wärmeentzüge nach Abb. 2.3.6 und äquivalentem
Radius nach Bose (req =
√
2 · r0,i).
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Langzeitverhalten der Bohrlochtemperatur
Abbildung 3.5.18 zeigt die Abweichung der Bohrlochwandtemperatur zwischen dem Ansatz nach Carslaw
und Jaeger und dem Ansatz von Kelvin. Bei der Nutzung der g-Funktion nach Carslaw ud Jaeger sind
die Abweichungen der Bohrlochtemperaturen von denen bei g-Funktion nach Kelvin sehr gering und
machen sich vor allem bei den sprunghaften Änderungen des Wärmeentzuges bemerkbar. Diese kleinen
Abweichungen addieren sich zwar mit der Zeit, bleiben aber immerhin unter 0,025 K. Damit ist ihre
Auswirkung vernachlässigbar klein.
Ansatz von Lamarche und Beauchamp
Die Gleichung von Carslaw und Jaeger wurde von Lamarche und Beauchamp [82] weiterentwickelt,
um auf die Lösung für eine zylindrische Wärmequelle bzw. -senke (mit dem Radius req) zu kommen, die
von einer zylindrischen Hülle (mit dem äußeren Radius rb) umgeben ist. Die Stoffeigenschaften der Hülle
(λF, ϱF, cp,F) unterscheiden sich von den Eigenschaften der unendlichen Umgebung (λF ̸= λE, ϱF ̸= ϱE,
cp,F ̸= cp,E):
t (rSM, τ) = t∞ +
1
2 · π · λE ·
n∑
i=1
[(q˙i − q˙i−1) · gL&B (rSM, τ − τi−1)] (3.5.33)
gL&B (rSM, τx) =
λ2E
λ2F
· 8
π3
· r
2
eq
r2b
·
∞∫
0
{[
exp
(
−u2 · τ · aFr2eq
)
− 1
]
·
·
J0
(
rSM
req · u
)
·Y1 (u)−Y0
(
rSM
req · u
)
· J1 (u)
u4 · (φL + ψL)
⎫⎬⎭ du (3.5.34)
dabei sind:
φL = Y1 (u) ·
[
Y0
(
u · rbreq ·
√
aF
aE
)
· J1
(
u · rbreq
)
−Y1
(
u · rbreq ·
√
aF
aE
)
· J0
(
u · rbreq
)
· λEλF ·
√
aF
aE
]
−J1 (u)
[
Y0
(
u · rbreq ·
√
aF
aE
)
·Y1
(
u · rbreq
)
−Y1
(
u · rbreq ·
√
aF
aE
)
·Y0
(
u · rbreq
)
· λEλF ·
√
aF
aE
]
ψL = J1 (u) ·
[
J0
(
u · rbreq ·
√
aF
aE
)
·Y1
(
u · rbreq
)
− J1
(
u · rbreq ·
√
aF
aE
)
·Y0
(
u · rbreq
)
· λEλF ·
√
aF
aE
]
−Y1 (u)
[
J0
(
u · rbreq ·
√
aF
aE
)
· J1
(
u · rbreq
)
− J1
(
u · rbreq ·
√
aF
aE
)
· J0
(
u · rbreq
)
· λEλF ·
√
aF
aE
]
Die Bezeichnungen entsprechen denen aus Abbildung 3.5.15 c. Diese Formulierung liefert eine genaue
Lösung für die Wärmeleitung rund um eine koaxiale Sonde. Die Verläufe der g-Funktionen nach diesem
Ansatz werden in Abbildung 3.5.19 dargestellt. Es ergeben sich sehr große Abweichungen von den an-
deren Ansätzen, wahrscheinlich entweder bedingt durch einen Fehler oder durch numerische Instabilität
bei der Integration.
Vergleich mit Messdaten von Beier et al.
Abbildung 3.5.20 gibt die Temperaturunterschiede zwischen den Messdaten nach Beier [15] (für eine de-
taillierte Beschreibung siehe die Abschnitte 3.5.4 und 3.4.1) und den mit dem Ansatz von Lamarche und
Beauchamp nachberechneten Erdreichtemperaturen für die drei Abstände von der Sonde an. Die Abwei-
chungen sind erwartungsgemäß sehr groß, was direkt aus dem Charakter der berechneten g-Funktionen
folgt. Die Abweichungen wachsen stetig mit der Zeit und geben keine Hoffnung auf die Konvergenz zu
den Messdaten.
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Abb. 3.5.19: G-Funktionen nach dem Ansatz von Lamarche und Beauchamp für verschiedene Annahmen
des äquivalenten Radius. Zum Vergleich wurde auch die g-Funktion nach Kelvin eingetragen (rot).
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Abb. 3.5.20: Abweichungen der Erdreichtempertaur infolge der Wärmeentzüge aus dem Experiment
von Beier [15], zwischen den originalen Messdaten und den berechneten Werten nach g-Funktion von
Lamarche und Beauchamp und äquivalentem Radius von Gu und O’Neal (req =
√
8 · r0,a · rD), für die
drei Abstände von der Sondenachse, für die zwei Messreihen (Messreihe 1 – rot; Messreihe 2 – schwarz).
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Langzeitverhalten der Bohrlochtemperatur
Abbildung 3.5.21 gibt die Abweichungen der Bohrlochwandtemperatur (rSM = 0, 055 m), die mit den
Wärmeentzugsdaten aus der Abb. 2.3.6 im Abschnitt 2 unter Verwendung der Gleichung (Gl. 3.5.33)
berechnet wurde, von der Bohrlochwandtemperatur nach dem Ansatz von Kelvin (Gl. 3.5.17) an. Die
Temperaturabweichungen an der Bohrlochwand sind für die g-Funktionen nach Lamarche und Beauch-
amp sehr groß und verdeutlichen, dass dieser Ansatz, in der hier vorgestellten Form, nicht zur Bestim-
mung des Sondenverhaltens verwendet werden kann.
-5
 0
 5
 10
 15
 20
 25
 30
 35
 40
 45
 50
Dec Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec
T
em
p
er
at
u
rd
if
fe
re
n
z 
an
 d
er
 B
o
h
rl
o
ch
w
an
d
 i
n
 K
Zeit in Monaten
Jahr 50
Jahr 10
Jahr 5
Jahr 2
Jahr 1
Abb. 3.5.21: Die Unterschiede in den Verläufen der Bohrlochwandtemperatur zwischen dem Ansatz
von Eskilson und dem von Lamarche und Beauchamp für die Wärmeentzüge nach Abb. 2.3.6 und
äquivalentem Radius nach Formel von Bose (req =
√
2 · r0,i).
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Ansatz von Cekaljuk
Eine andere bekannte g-Funktion stellt der Ansatz von Cekaljuk [26] nach [60] dar, der mit der
folgenden Formel beschrieben werden kann:
gCekaljuk = ln
(
1 +
√
π · aE · τ
r2b
)
(3.5.35)
Abbildung 3.5.22 zeigt den Vergleich dieses Ansatzes mit den g-Funktionen nach Carslaw und Jaeger. Es
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Abb. 3.5.22: G-Funktion nach Cekaljuk, für die verschiedenen Abstände von der Sondenachse, verglichen
mit der g-Funktion nach Kelvin (rot, durchgezogen) und mit dem Bereich, in dem die g-Funktionen nach
Carslaw und Jaeger bei den unterschiedlichen Annahmen über den äquivalenten Durchmesser auftreten
können (grünes Feld).
ist ersichtlich, dass die g-Funktion nach Cekaljuk eine obere Grenze für die anderen Funktionen darstellt.
Die Formulierung in Gl. 3.5.35 ist nur für die Bohrlochwand anwendbar. Durch Umtauschen von rb zu
rSM gewinnt man weitere Lösungen für die benötigten Abstände von der Sondenachse. Gleichung 3.5.35
wird dann zu:
gCekaljuk = ln
(
1 +
√
π · aE · τ
r2SM
)
= ln
(
1 + rbrSM
·
√
π · For
)
(3.5.36)
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Abb. 3.5.23: Abweichungen der Erdreichtemperatur infolge der Wärmeentzüge aus dem Experiment
von Beier [15], zwischen den originalen Messdaten und den berechneten Werten nach g-Funktion von
Cekaljuk, für die drei Abstände von der Sonde, für die zwei Messreihen (Messreihe 1 – rot; Messreihe 2
– schwarz).
Vergleich mit Messdaten von Beier et al.
Abbildung 3.5.12 gibt die Temperaturunterschiede zwischen den Messdaten nach Beier [15] (für eine
detaillierte Beschreibung siehe die Abschnitte 3.5.4 und 3.4.1) und den mit dem Ansatz von Cekaljuk
nachberechneten Erdreichtemperaturen für die drei Abstände von der Sonde an. Das Verhalten ist ähn-
lich wie bei den anderen g-Funktionen. Die Abweichungen sind am größten an der Bohrlochwand und
nehmen mit der Entfernung von der Sondenachse ab. Die absoluten Werte sind sehr groß im Vergleich
mit den anderen g-Funktionen und liegen auch nach 50 Stunden deutlich über 0,6 K entfernt von den
Messdaten, auch wenn die größte Entfernung von der Sondenachse betrachtet wird.
Langzeitverhalten der Bohrlochtemperatur
Die Abbildung 3.5.24 gibt die Abweichungen der Bohrlochwandtemperatur (rSM = 0, 055 m), die mit
den Wärmeentzugsdaten aus der Abb.2.3.6 im Abschnitt 2 unter Verwendung der Gleichung (Gl.3.5.35)
berechnet wurde, von der Bohrlochwandtemperatur nach dem Ansatz von Kelvin (Gl.3.5.17) an. Die Ab-
weichungen erreichen infolge der kurzzeitigen Belastungsschwankungen betrachtliche Werte von bis 2,0
K, summieren sich aber nicht im Laufe der Jahre. Der Ansatz von Cekaljuk bildet das Langzeitverhalten
auf die gleiche Art und Weise ab, wie der Ansatz von Kelvin.
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Abb. 3.5.24: Unterschiede in den Verläufen der Bohrlochwandtemperatur zwischen dem Ansatz von
Kelvin und dem von Cekaljuk für die Wärmeentzüge nach Abb.2.3.6.
Ansatz von Young
Eine alternative Herangehensweise ist von Young [127] vorgeschlagen worden. Er modifizierte die ana-
lytische Lösung für ein im Erdreich vergrabenes Stromkabel (die ursprünglich von Blackwell [18] gegeben
wurde), um das Verhalten einer Sonde nachbilden zu können. Das Stromkabel wird angenommen als
ein unendlich langer Zylinder, auf dessen Oberfläche die Wärme q˙ freigesetzt wird. Das Kabel besteht
aus einem Strom leitenden Kern mit der längebezogenen Wärmekapazität SK, der Isolierung, deren
thermischer Widerstand als Rc definiert ist und aus einer Schutzhülle aus gut leitendem Metall, dessen
längebezogene Wärmekapazität als SF festgelegt ist. Die thermische Kapazität der Isolierung sowie die
thermischen Widerstände des Kerns und der Schutzhülle werden vernachlässigt. Der äußere Radius der
Schutzhülle ist gleich rb. Die Bezeichnungen entsprechen denen aus Abbildung 3.5.15 d.
Die thermischen Eigenschaften des Stromkabels werden in die Eigenschaften einer Sonde, ihrer Hint-
erfüllung und der Arbeitsflüssigkeit umgedeutet, sodass der thermische Widerstand der Isolierung Rc
dem thermischen Widerstand des Bohrlochs gleich wird. Die Eigenschaften der beiden Modelle werden
in Tabelle 3.5.3 zusammengetragen. Zur Lösung wird die von Carslaw und Jaeger angegebene Formel
für die Kerntemperatur eines elektrischen Kabels ([25], S. 344 Gl. 12–14) verwendet, die uns erlaubt, de
facto die mittlere Soletemperatur in der Sonde zu ermitteln.
Young verglich die Ergebnisse aus der Formel von Carslaw und Jaeger mit Resultaten einer numerischen
2D-Berechnung und stellte fest, dass eine Korrektur der Stoffeigenschaften nötig war, um die Abweichung
klein zu halten. Dazu setzte er einen von ihm selbst definierten Korrekturfaktor GAF (grout allocation
factor – Koeffizient der Zuteilung der Hinterfüllung) an:
GAF = S˜K − SKSF =
S˜F − SF
SF
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wobei:
SK – Wärmekapazität des Kabelkerns / der Sole in Jm·K
S˜K – korrigierte Wärmekapazität des Kabelkerns / der Sole in Jm·K
SF – Wärmekapazität der Hinterfüllung in Jm·K
S˜F – korrigierte Wärmekapazität der Hinterfüllung in Jm·K
Er empfiehlt GAF-Werte im Bereich zwischen 0,20 und 0,30. Der empfohlene Lösungsweg nutzt die
korrigierten Stoffgrößen und lautet dann:
tS,AVG = t∞ +
1
2 · π · λE ·
n∑
i=1
[(q˙i − q˙i−1) · gYoung (rSM, τ − τi−1)] (3.5.37)
gYoung (rSM, τx) = −4 · aL1 · aL2
π2
·
∞∫
0
⎡⎣1− exp
(
−u2 · aE·τxr2b
)
u3 · (φ2L + ψ2L)
⎤⎦ du (3.5.38)
mit:
φL = u · J0 (u) ·
(
aL1 + aL2 − 2 · π · λE · Rc · u2
)− J1 (u) · aL2 · (aL1 − 2 · π · λE · Rc · u2)
ψL = u ·Y0 (u) ·
(
aL1 + aL2 − 2 · π · λE · Rc · u2
)−Y1 (u) · aL2 · (aL1 − 2 · π · λE · Rc · u2)
aL1 = 2·π·r
2
b·ϱE·cp,E
S˜K
aL2 = 2·π·r
2
b·ϱE·cp,E
S˜F
S˜K = GAF · SF + SK S˜F = (1−GAF) · SF
SK = cp,S · ϱS · π · r2eq SF = cp,F · ϱF · π ·
(
r2b − r2eq
)
Tabelle 3.5.3: Vergleich der Parameter von Stromkabel- und Sondenmodell nach Young [127].
Modell Symbol Einheit
Stromkabel Sonde
thermischer Widerstand thermischer Kontaktwiderstand Rc K·mW
der Kabeldämmung des Bohrlochs
Radius des Kabelkerns äquivalenter Radius req m
der Sondenrohre
Außenradius des Kabels Bohrlochradius rb m
längenbezogene Wärmekapazität spezifische Wärmekapazität SK Jm·K
des Kabelkerns SK des Wärmeträgerfluids cp,S cp,S Jkg·K
längenbezogene Wärmekapazität spezifische Wärmekapazität SF Jm·K
der Schutzhülle SF der Hinterfüllung cp,F cp,F Jkg·K
Temperaturleitkoeffizient des Erdreichs aE m
2
s
Wärmekapazität des Erdreichs cp,E Jkg·K
Wärmeleitfähigkeit des Erdreichs λE Wm·K
Dichte des Erdreichs ϱE kgm3
Wärmeleitfähigkeit Wärmeleitfähigkeit λF Wm·K
der Schutzhülle der Hinterfüllung
Dichte Dichte ϱF kgm3
der Schutzhülle der Hinterfüllung
Wärmeleitfähigkeit Wärmeleitfähigkeit λS Wm·K
des Kabelkerns der Arbeitsflüssigkeit
Dichte Dichte ϱS kgm3
des Kabelkerns der Arbeitsflüssigkeit
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Abb. 3.5.25: G-Funktionen nach dem Ansatz von Young für verschiedene Annahmen des äquivalenten
Radius mit GAF=0,00. Zum Vergleich wurde auch die g-Funktion nach Kelvin eingetragen (rot).
 0
 0.5
 1
 1.5
 2
 2.5
 3
 3.5
 4
-2 -1  0  4  5  6
g
-F
u
n
k
ti
o
n
en
 n
ac
h
 Y
o
u
n
g
gf
 n
ac
h 
K
el
vi
n
GAF=0
,00
GAF
=0,2
0
GA
F=0
,40
GAF
=0,6
0
GAF=0
,80
GAF=0,90
GAF=0,99
 1 2 3
log10[For]=log10[aE.τ/(rb)2]
Abb. 3.5.26: G-Funktionen nach dem Ansatz von Young für verschiedene Werte von GAF mit dem
äquivalenten Radius req =
√
2 · r0,i (gleiche Oberflächen für 1U-Sonde). Zum Vergleich wurde auch die
g-Funktion nach Kelvin eingetragen (rot).
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Abbildung 3.5.25 gibt die g-Funktionen nach Young für verschiedene Annahmen bezüglich des äqui-
valenten Durchmessers an. Die Zunahme des äquivalenten Durchmessers und die damit verbundene
Verringerung des äquivalenten Bohrlochwiderstands verursachen zuerst eine Anhebung der gesamten
g-Funktionen und ab einem gewissen äquivalenten Durchmesser ihre Absenkung, verbunden mit einer
zusätzlichen zeitlichen Verzögerung. Die Anhebung kann mit dem Abfall des thermischen Widerstands
der Hinterfüllung bei wachsendem äquivalenten Durchmesser erklärt werden. Die Absenkung bei den
ganz großen äquivalenten Durchmessern scheint unphysikalisch zu sein. Die Reaktion der g-Funktionen,
die hier die mittlere Fluidtemperatur abbilden, ist träger als die Reaktion der Bohrlochwand in den
früher beschriebenen Modellen, was auch physikalisch bedenklich erscheint. Es erklärt, warum Young
einen zusätzlichen Korrekturfaktor eingeführt hat.
Abbildung 3.5.26 zeigt den Einfluss des Grout-Allokation-Faktors (GAF). Seine zeitliche Reaktion ist
auch träger als die des Kelvinmodells, bis auf die GAF-Werte von 0,2 bis 0,5. In diesem Bereich tritt eine
gebietsweise Überlappung mit dem Modell von Kelvin nach einer anfänglich trägeren Reaktion auf. Spä-
ter werden auch mit diesen Koeffizienten die Reaktionen des Modells von Young geringer als bei Kelvin
ausgeprägt, was aber an die g-Funktionen einer Sonde mit Grundwasserströmung erinnert. Dazu macht
sich diese Trägheit erst nach einer längeren Zeit bemerkbar. Dies konnte erklären, wie Young durch die
Wahl von GAF zu einer zufriedenstellenden Übereinstimmung mit seinen Messdaten kommen konnte.
Die Herangehensweise von Young ist auch von Bandyopadhyay [8] aufgegriffen worden. Die Bohrloch-
wandtemperatur kann zum Vergleich mit den anderen Methoden über den Bohrlochwiderstand Rb am
Borhlochrand rSM = rb ermittelt werden, was aber in noch stärkeren Abweichungen vom Kelvinschen
Modell resultieren dürfte. Die Nutzung dieser g-Funktion ist durch Kopplung mit dem Strömungsmodell
möglich. Sie ist auch ein fast idealer Ansatz zur Berechnung der koaxialen Sonde. Sie ist leider nicht
brauchbar, um die Randbedingungen für die FEM-Berechnung zu liefern, weil sie keine Aussagen über
die Temperatur von Erdreich oder Hinterfüllung liefert.
Ansatz von Li und Lai
Eine andere Lösung wurde von Li und Lai vorgeschlagen ([85, 86]), die eine von Jaeger entwickelte Lö-
sung genutzt haben (Gleichungen 3.5.4 und 3.5.5 nach [72]). Diese Lösung beschreibt eine asymmetrisch
positionierte Linienquelle in einem Zylinder mit Eigenschaften (λF, ϱF, cp,F), der von einem unendlichen
Medium mit Eigenschaften (λE, ϱE, cp,E) umgeben ist. Die Bezeichnungen entsprechen denen aus der
Abbildung 3.5.15 e. Die Lösung von Li und Lai entsteht durch Anwendung des Duhamelschen Theorems
und die anschließende Integration der Gleichungen 3.5.4 und 3.5.5 in der Zeit von 0 bis τ und durch
Einsetzen von:
u = vrb
Sie geben die Temperaturverteilungen in einem Zylinder (in der Hinterfüllung) tF und in dem umgeben-
den Erdreich tE als:
tF (τ, rSM, θ) = t∞ +
1
2 · π · λF ·
n∑
i=1
[(q˙i − q˙i−1) · gF,Pkt,Li&Lai (rSM, τ − τi−1)] (3.5.39)
gF,Pkt,Li&Lai (rSM, τx) =
aF
aE
·
+∞∑
n=−∞
{
cos [n · (θ − θ′)] ·
∞∫
0
[
1− exp
(
−v2 · aE · τxr2b
)]
·
·
Jn
(
v · rSMrb
)
· Jn
(
v · r′rb
)
· (φ · g + ψ · f)
v · (φ2 + ψ2) dv
⎫⎬⎭ (3.5.40)
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und:
tE (τ ′, rSM, θ) = t∞ +
1
2 · π · λF ·
n∑
i=1
[(q˙i − q˙i−1) · gE,Pkt,Li&Lai (rSM, τ − τi−1)] (3.5.41)
gE,Pkt,Li&Lai (rSM, τx) =
1
π
·
+∞∑
n=−∞
{
cos [n · (θ − θ′)] ·
∞∫
0
[
1− exp
(
−v2 · aF · τ
′
r2b
)]
· Jn
(
v · r
′
rb
)
·
·
ψ · Jn
(
v ·
√
aF
aE
rSM
rb
)
− φ ·Yn
(
v ·
√
aF
aE · rSMrb
)
v2 · (φ2 + ψ2) dv
⎫⎪⎬⎪⎭ (3.5.42)
mit:
φ =
√
aF
aE
· λE
λF
· Jn (v) · J′n
(√
aF
aE
· v
)
− J′n (v) · Jn
(√
aF
aE
· v
)
ψ =
√
aF
aE
· λE
λF
· Jn (v) ·Y′n
(√
aF
aE
· v
)
− J′n (v) ·Yn
(√
aF
aE
· v
)
f =
√
aF
aE
· λE
λF
·Yn (v) · J′n
(√
aF
aE
· v
)
−Y′n (v) · Jn
(√
aF
aE
· v
)
g =
√
aF
aE
· λE
λF
·Yn (v) ·Y′n
(√
aF
aE
· v
)
−Y′n (v) ·Yn
(√
aF
aE
· v
)
Dabei ist zu beachten, dass:
J′n (z) =
⎧⎨⎩ −J1 (z) für n = 012 · [Jn−1 (z)− Jn+1 (z)] für n ̸= 0Jn−1 (z)− nz · Jn (z) für n > 0
⎫⎬⎭
Y′n (z) =
⎧⎨⎩ −Y1 (z) für n = 012 · [Yn−1 (z)−Yn+1 (z)] für n ̸= 0Yn−1 (z)− nz ·Yn (z) für n > 0
⎫⎬⎭
J−n (z) = (−1)n · Jn (z)
Y−n (z) = (−1)n ·Yn (z)
2 · n
z · Jn (z) = Jn−1 (z) + Jn+1 (z)
2 · n
z ·Yn (z) = Yn−1 (z) + Yn+1 (z)
was die Berechnung der Funktionsterme für beliebige n erlaubt, solange die Funktionen J0, J1, Y0 und
Y1 bekannt sind. In dieser Arbeit werden sie numerisch mit den von Takuya Ooura [97] und von Amos
[5, 6] vorgeschlagenen Approximationen bestimmt, deren Resultate auch mit denen nach Algorithmen
von Abramowitz und Stegun [3] übereinstimmen. Die Berechnung wird leichter, wenn man die von Li
und Lai [86] bewiesene Gleichheit der integrierten Ausdrücke für n und -n berücksichtigt.
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Abb. 3.5.27: Die Platzierung der Punkte A und B, in denen die Temperatur zur Berechnung der g-
Funktion nach Li und Lai (Gleichungen 3.5.43 und 3.5.44) ausgewertet wird.
Die g-Funktionen werden nach Li und Lai als Kombinationen der Hinterfüllungstemperatur an zwei
Punkten A und B an den Rändern des Sondenrohrs definiert, deren Position in Abbildung 3.5.27 dar-
gestellt wurde. Die g-Funktion für eine einfache U-Sonde ergibt sich damit als:
gLi&Lai,1U =
λE
λF
+∞∑
m=−∞
+∞∫
0
[
1− exp (−u2 · For)] · φ2m · g2m − ψ2m · f2m
φ22m + ψ22m
·
·
J2m
(
u · rArb
)
+ J2m
(
u · rBrb
)
2 ·
J2m
(
u · r′rb
)
u du (3.5.43)
und für die doppelte U-Sonde als:
gLi&Lai,2U =
λE
λF
+∞∑
m=−∞
+∞∫
0
[
1− exp (−u2 · For)] · φ4m · g4m − ψ4m · f4m
φ24m + ψ24m
·
·
J4m
(
u · rArb
)
+ J4m
(
u · rBrb
)
2 ·
J4m
(
u · r′rb
)
u du (3.5.44)
wobei de-facto angenommen wird, dass die Quellen jeweils in der Mitte der Sondenrohre liegen:
r′ = rD
rA = rD + r0,a
rB = rD − r0,a
θ = 0
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θ′ = 0 oder θ′ = π für eine 1U-Sonde
und zusätzlich θ′ = π2 oder θ
′ = 3 · π2 für eine 2U-Sonde
und dass die von den nach unten und den nach oben führenden Strängen abgezogene Wärme einander
gleich ist und die Temperatur mit folgenden Gleichung bestimmt wird:
tF =
n∑
i=1
q˙i − q˙i−1
2 · π · λE · gLi&Lai (rSM, τ − τi−1) (3.5.45)
mit:
gLi&Lai =
{
gLi&Lai,1U für eine 1U-Sonde nach Gl. 3.5.43
gLi&Lai,2U für eine 2U-Sonde nach Gl. 3.5.44
}
(3.5.46)
Dieselben Autoren haben in [86] eine vereinfachte Version der Gleichungen 3.5.40 und 3.5.42 entwickelt,
indem die Integrale von null bis unendlich über die Variable u in drei Integrale unterteilt wurden:
+∞∫
0
. . . du =
ε∫
0
. . . du +
U∫
ε
. . . du +
+∞∫
U
. . . du
Das erste Integral von null bis ε wird analytisch berechnet, das zweite von ε bis zu einem ausreichend
großen Wert U numerisch berechnet und U wird so groß gewählt, dass das dritte Integral von U bis +∞
so klein wird, dass es vernachlässigt werden kann. Damit bekommt man:
tF = t∞ +
1
2 · π · λF ·
n∑
i=1
[(q˙i − q˙i−1) · gF,Li&Lai (rSM, τ − τi−1)] (3.5.47)
gF,Li&Lai (rSM, τx) =
ε2 · aF · τx · λF
2 · r2b · λE
+
+∞∑
n=−∞
{
cos [n · (θ − θ′)] ·
U∫
ε
1− exp
(
−u2 · aF·τxr2b
)
u ·
·Jn
(
u · rSMrb
)
· Jn
(
u · r
′
rb
)
· φ · g − ψ · f
φ2 + ψ2 du
}
(3.5.48)
und:
tE = t∞ +
1
2 · π · λE ·
n∑
i=1
[(q˙i − q˙i− 1) · gE,Li&Lai (rSM, τ − τi−1)]
(3.5.49)
gE,Li&Lai (rSM, τx) =
ε2 · aF · τx · λF
2 · r2b · λE
+ 2
π
·
+∞∑
n=−∞
{
cos [n · (θ − θ′)] ·
·
U∫
ε
1− exp
(
−u2 · aF·τxr2b
)
u2 · Jn
(
u · r
′
rB
)
·
·
ψ · Jn
(
u · rSM·
√aF
rB·√aF
)
− φ ·Yn
(
u · rSM·
√aF
rB·√aF
)
φ2 + ψ2 du
⎫⎬⎭ (3.5.50)
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Abbildung 3.5.28 zeigt den Vergleich zwischen den betrachteten g-Funktionen für das Erdreich mit
aE = 10−6 m
2
s und λE = 2, 0
W
m·K für verschiedene Verhältnisse der Stoffparameter des Erdreichs und
der Füllung.
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Abb. 3.5.28: Zusammenstellung der g-Funktionen aus der Literatur.
Die Lösung von Kelvin stellt den Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen dar. Sie gibt die Tempera-
turverteilung um eine unendliche Linienquelle in einem unendlichen Medium wieder. Es ist sichtbar, dass
die Werte der dargestellten Funktionen sich am stärksten für kleine Werte der Fourier-Zahl unterschei-
den. Die Unterschiede zwischen den Funktionen von Kelvin und von Carslaw und Jaeger verkleinern
sich nach [71] stark bei For = aE·τr2 ≥ 5 (d. h. log10(For) ≈ 0, 699) und werden nicht mehr erkennbar
ab For ≥ 22, 5 (d.h. bei log10(For) ≈ 1, 3522). Deswegen wurden diese Werte von Ingersoll et al. als
Grenzwerte angegeben zur Anwendung der Kelvin-Gleichung bzw. generell von Formeln, die auf der Li-
nienquellengleichung basieren. Die Autoren sind davon ausgegangen, dass die Lösung von Carslaw und
Jaeger besser der Realität und der komplexen Rohrgeometrie im Bohrloch entspricht als die anderen
Lösungen. Die Lösungen von Li und Lai scheinen eine noch bessere Abbildung der komplexen Geometrie
des Bohrlochs zu gewährleisten.
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Synthese der axialen und radialen Lösungen
Li et al. [88] haben eine Synthese der axialen und radialen Lösungen entwickelt. Ihre neue Lösung
betrifft eine unendliche Quelllinie in einem unendlichen Raum nach Jaeger (siehe Gl. 3.5.5 und 3.5.47),
die mit der Eskilson’schen dreidimensionalen Langzeitlösung für eine endliche Linie in einem Halbraum
(siehe Gl. 3.5.26) kombiniert wurde. Sie besteht aus einer Überlagerung dieser früher benannten Lösungen
nach der Methode der angepassten asymptotischen Entwicklungen nach Nayfeh [95] und ergibt die
folgende Gleichung für die Temperatur rund um die Sonde:
tAVG = t∞ +
n∑
i=1
q˙i − q˙i−1
2 · π · λE · gLiEtAl (3.5.51)
wobei:
gLiEtAl (τ) = gEskilson (τ, z)− gKelvin (τ) + gLi&Lai (τ)
und:
gEskilson (τx, z) = 12 ·
Hm∫
0
⎡⎢⎢⎣erfc
(√
r2b+(z−z′)
2
√
4·a·τx
)
√
r2b+(z−z′)2
−
erfc
(√
r2b+(z+z′)
2
√
4·a·τx
)
√
r2b+(z+z′)
2
⎤⎥⎥⎦ dz′ – analog zu Gl. 3.5.26
gKelvin (τx) = 12 · E1
(
r2b
4·aE·τx
)
– nach Gl. 3.5.15
gLi&Lai (τx) = λEλF
+∞∑
m=−∞
+∞∫
0
[
1− exp (−u2 · aF · τx)] · φ·g−ψ·fφ2+ψ2 ·
·J(2·nStrang·m)(u·rA)+J(2·nStrang·m)(u·rB)2 ·
·J(2·nStrang·m)(u·r
′)
u du - nach Gl. 3.5.46
Diese Formel gleicht einer Überlagerung des Langzeitteils von Sondencharakteristika nach Eskilson mit
der Kurzzeit-Charakteristik nach Li und Lai. Es ist bemerkenswert, dass die g-Funktionen nach Eskilson
und Kelvin an der Bohrlochwand (rSM = rb) ausgewertet werden. Die g-Funktion von Li und Lai nach
Gl. 3.5.46 wird dafür für die Radien rA und rB ausgewertet. Es ist dadurch nicht ganz klar, für welchen
Ort die mit dieser zusammengesetzten g-Funktion berechnete Temperatur repräsentativ ist. Es kann
aufgrund des Artikels davon ausgegangen werden, dass die Autoren die mittlere Rohrwandtemperatur
abbilden wollen und die Differenz der Funktionen von Eskilson und Kelvin nur zur Abbildung der
Langzeiteffekte brauchen. In dieser Zeitskala wird die aus den unterschiedlichen Auswertungsradien
resultierende Abweichung vernachlässigbar klein.
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3.5.5.2 Erdreichtemperatur rund um ein Sondenfeld
Der Berechnungsweg, der in der vorhandenen Literatur am häufigsten verfolgt wird, berechnet die Tem-
peratur nah zu der Sonde und nimmt eine Korrektur vor, die den Einfluss des restlichen Sondenfeldes
berücksichtigt. Ein Beispiel eines solchen Ansatzes stellt die Formel von Diao et al. [36] dar, die die
mittlere Temperatur rund um die „i“-te Sonde ausdrückt:
tAVG,E,si = t∞ +
n∑
k=1
(q˙k − q˙k−1) · gDiao (rSM,∆τ)
gDiao (rSM,∆τ) = gEskilson (rSM,∆τ) +
ns−1∑
s=1
s̸=si
gEskilson (rabst,s,∆τ)
rabst,s =
√
(xs − x′)2 + (ys − y′)2
(3.5.52)
wobei:
s – Index der Sonde [−]
ns – Anzahl der Sonden [−]
q˙ – Wärmeentzug aus einer Sonde
[W
m
]
rabst,s – Abstand zwischen s-ten Sonde und der betrachteten Sonde [m]
(xs, ys) – Koordinaten der s-ten Sonde [m]
(x′, y′) – Koordinaten der si-ten betrachteten Sonde [m]
Dieser Ansatz setzt voraus, dass die Wärmeentzüge aller Sonden (q˙k = q˙k,s mit s ∈ [1,ns]) zu jedem
Zeitpunkt gleich sind und dass die Temperaturänderungen, die von einer Sonde verursacht werden, im
Fall des Sondenfeldes addiert werden können (Superpositionsprinzip). Es wird auch angenommen, dass
der Punkt rSM, in dem die Temperatur bestimmt wird, deutlich näher zur s-ten Sonde liegt, als es bei
den anderen Sonden des Sondenfeldes der Fall ist:
rSM << rabst,s
Das hält den Fehler klein, der durch die Verwendung des Abstandes zwischen den Sonden und nicht von
der „s“-ten Sonde zu dem Punkt rSM entsteht.
Grundsätzlich könnte eine beliebige Funktion, die das Verhalten einer einzelnen Sonde beschreibt, zur
Erzeugung einer g-Funktion für das Sondenfeld verwendet werden. Da der Wärmeentzug aus den benach-
barten Sonden sich erst nach einer längeren Zeit auf die betrachtete Sonde auswirkt, ist die Verwendung
der g-Funktionen zu bevorzugen, die das Langzeitverhalten am besten abbilden. Dazu zählt, unter den
bisher vorgestellten Funktionen, vor allem der Ansatz von Eskilson.
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3.5.5.3 Wärmeleitung mit Grundwasserströmung
Bisherige Überlegungen haben sich auf die Wärmeleitung im Erdreich ohne fließendes Grundwasser
konzentriert. In der Praxis tritt dieser Fall nicht immer auf. Sehr oft hat man mit Grundwasserschichten
zu tun, deren Bewegung das thermische Verhalten der Erdwärmeübertrager maßgeblich beeinflusst. Die
mathematische Formulierung des Problems der Wärmeleitung im fließenden Wasser ist äquivalent zur
Wärmeleitung in einem ruhenden Medium, in dem die Wärmequelle sich bewegt. Diese Formulierung
wird unter anderem von Carslaw und Jaeger ([25], S. 13, Eq. 2) in kartesischen Koordinaten angegeben:
∂t
∂τ
+ ux · ∂t
∂x + uy ·
∂t
∂y + uz ·
∂t
∂z  
Advektion
− a ·
[
∂2t
∂x2 +
∂2t
∂y2 +
∂2t
∂z2
]
  
Diffusion
= 0 (3.5.53)
dabei sind:
ux − Fluidgeschwindigkeitskomponente in x-Richtung
uy − Fluidgeschwindigkeitskomponente in y-Richtung
uz − Fluidgeschwindigkeitskomponente in z-Richtung
Diese Gleichung wird in der Literatur auch als Advektion-Diffusion-Gleichung beschrieben. Advektion
hat unterschiedliche Bedeutungen in verschiedenen Wissenschaftszweigen. Hier bedeutet es Wärmeüber-
tragung infolge der Bewegung des Mediums. Nach dieser Interpretation soll die Konvektion als Summe
der Advektion und Diffusion (kombinierte Wärmeübertragung durch Bewegung des Mediums und durch
Diffusion/Leitung) verstanden werden. Carslaw und Jaeger [25] (S. 267, Gl. 1) geben eine Formulierung
für die Punktquelle mit Koordinaten (x′, y′, z′) in einem sich bewegenden Medium, die eine instationäre
Lösung dieser Gleichung liefert:
t (x, y, z; τ) = t∞ +
q˙
8 · λ · √π3 · aE
·
τ∫
0
1
(τ − τ ′) 32
·exp
(
− (x − x
′ − ux · (τ − τ ′))2
4 · aE · (τ − τ ′)
)
·
(3.5.54)
· exp
(
− (y− y
′ − uy · (τ − τ ′))2 + (z− z′ − uz · (τ − τ ′))2
4 · aE · (τ ′ − τ)
)
dτ ′
Außer von den Geschwindigkeitskomponenten −ux · (τ − τ ′), −uy · (τ − τ ′) und −uz · (τ − τ ′) ist diese
Formulierung gleich der Grundlösung 3.5.2.
Bei der Annahme von:
uy = 0 uz = 0
x′ = 0 y′ = 0
und Integration nach z von −∞ bis +∞ gewinnt man die instationäre Lösung für eine unendliche
Linienquelle, die durch den Ursprung des Koordinatensystems parallel zur z-Achse geht (siehe Abb. 3.5.29
a):
t (x, y; τ)− t∞ =
+∞∫
−∞
{
q˙
8·λ·
√
π3·aE
·
τ∫
0
1
(τ−τ ′) 32
· exp
(
(x−ux·(τ−τ ′))2+y2+(z−z′)2
4·aE·(τ−τ ′)
)
dτ ′
}
dz
Diese Gleichung wird von Sutton et al. [113] sowie von Diao et al. [35] angegeben und in weiter umge-
formter Form (entsprechend als generalisierte, unvollständige Gamma-Funktion oder als dimensionsloses
Integral) benutzt.
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Abb. 3.5.29: Die Annahmen für die unendliche (a) und endliche (b) von dem Grundwasser umströmte
Linienquelle.
Wenn es sich um ein poröses Medium handelt, in dem die Flüssigkeit sich bewegt, so muss die Gleichung
3.5.53 erweitert werden, um die Porosität und die Stoffeigenschaften des porösen Mediums und der
strömenden Flüssigkeit zu berücksichtigen ([35, 113]):
[ε · ϱGW · cp,GW + (1− ε) · ϱE · cp,E] · ∂t
∂τ
+ ε · ϱGW · cp,GW · ux · ∂t
∂x =
= [ε · λGW + (1− ε) · λE] ·
(
∂2t
∂x2 +
∂2t
∂y2 +
∂2t
∂z2
)
(3.5.55)
Nach der Substitution von:
λeff = ε · λGW + (1− ε) · λE – Wärmeleitfähigkeit des wassergesättigten Erdreichs
[ W
m·K
]
aeff = λeffε·ϱGW·cp,GW+(1−ε)·ϱE·cp,E – Temperaturleitkoeffizient des gesättigten Erdreichs
[
m2
s
]
ux – Grundwassergeschwindigkeit in Richtung x
[m
s
]
uy = 0 – Grundwassergeschwindigkeit in Richtung y
[m
s
]
uz = 0 – Grundwassergeschwindigkeit in Richtung z
[m
s
]
ux,eff = ux· ε·ϱGW·cp,GWε·ϱGW·cp,GW+(1−ε)·ϱE·cp,E – Effektive Grundwassergeschwindigkeit, Richtung x
[m
s
]
ueff =
√
u2x,eff + u2y,eff + u2z,eff = ux,eff– Effektive Grundwassergeschwindigkeit
[m
s
]
kann die Gleichung 3.5.55 umgeformt werden zu:
∂t
∂τ
= aeff ·
(
∂2t
∂x2 +
∂2t
∂y2 +
∂2t
∂z2
)
− ueff · ∂t
∂x (3.5.56)
Diese Gleichung hat dieselbe Form wie die Gleichung 3.5.53 und besitzt eine analoge Lösung, in der nur
die konstanten Koeffizienten anders definiert sind. Mit:
q˙ – Wärmeleistung der Sonde pro laufendem Meter
[W
m
]
θ – Winkelkoordinate in zylindrischen Koordinaten [◦]
τ ′ – Integrationsvariable [−]
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ergibt sich:
t (x, y; θ; τ)− t∞ =
+∞∫
−∞
⎧⎨⎩ q˙8 · λeff · √π3 · aeff ·
τ∫
0
1
(τ − τ ′) 32
·
exp
(
− (x − ueff · (τ − τ
′))2 + y2 + z2
4 · aeff · (τ − τ ′)
)
dτ ′
}
dz (3.5.57)
nach Sutton et al. = q˙4 · π · λeff · exp
(
ueff · rSM
2 · aeff · cos (θ)
)
·
([113] Gl.11) ·
∞∫
r2SM
4·aeff ·τ
exp
(
− r
2
SM
4 · aeff · (τ − τ ′) −
u2eff · (τ − τ ′)
4 · aeff
)
· dτ
τ − τ ′
nach Diao et al. = q˙4 · π · λeff · exp
(
ueff · rSM
2 · aeff · cos (θ)
)
·
([35] Gl.11) ·
r2SM
4·aeff ·τ∫
0
exp
(
− r
2
SM
4 · aeff · (τ − τ ′) −
u2eff · (τ − τ ′)
4 · aeff
)
· r
2
SM
8 · aeff ·
dτ ′
τ − τ ′
nach eigener Ableitung = q˙4 · π · λeff · exp
(
ueff · rSM
2 · aeff · cos (θ)
)
·
Anhang B Gl.B.0.4 ·
τ∫
0
exp
(
− r
2
SM
4 · aeff · (τ − τ ′) −
u2eff · (τ − τ ′)
4 · aeff
)
· dτ
′
τ − τ ′
Die Formulierungen variieren leicht zwischen den Autoren und die eigene Ableitung ergibt noch eine
andere, obwohl recht ähnliche Formulierung der Lösung. Die Unterschiede liegen in einer zusätzlichen
Multiplikation mit einer Konstanten r
2
SM
8·aeff in der Gleichung von Diao und in den unterschiedlichen Gren-
zen der Integration. Diese Temperaturverteilung kann zur Bildung der mittleren Temperatur in einem
definierten Abstand von der Sonde genutzt werden, indem sie auf einem Bogen zwischen den Winkeln θ1
und θ2 integriert und durch die Länge dieses Bogens dividiert wird. Hier wurde die letzte Formulierung
benutzt, um die mittlere Temperatur im Abstand rSM von der Sonde zu definieren:
tAVG (x, y, τ) = tAVG (rSM, τ) =
= t∞ + 180
◦
π·rSM·(θ2−θ1) ·
θ2∫
θ1
q˙
4·π·λeff · exp
(
ueff ·rSM
2·aeff · cos (θ)
)
d (θ · rSM) ·
·
τ∫
0
exp
(
− r2SM4·aeff ·(τ−τ ′) −
u2eff ·(τ−τ ′)
4·aeff
)
· dτ ′τ−τ ′
was in der Konvention der g-Funktionen wie folgt ausgedrückt werden kann:
tAVG (rSM, τ) = t∞ + q˙2·π·λE · gGrundwasser (rSM,ueff , τ)
gGrundwasser (rSM,ueff , τ) = λEλeff · 90
◦
π·(θ2−θ1) ·
θ2∫
θ1
exp
(
ueff ·rSM
2·aeff · cos (θ)
)
dθ ·
·
τ∫
0
exp
(
− r2SM4·aeff ·(τ−τ ′) −
u2eff ·(τ−τ ′)
4·aeff
)
· dτ ′τ−τ ′
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Diese Gleichung gilt für Winkelangaben in Grad. Um diese g-Funktionen mit den oben beschriebenen
radialen und axialen Ansätzen vergleichen zu können, müssen sie in eine Form gebracht werden, die
die mittlere Erdreichtemperatur in einem konstanten Abstand von der Sondenachse ausdrückt. Da die
Ausdrücke für Winkel- und Zeitabhängigkeit voneinander getrennt sind, bekommt man eine Form ohne
das Doppelintegral, die deutlich einfacher zu berechnen ist. Um eine mittlere Temperatur rund um die
Sonde zu gewinnen, müssen θ1 = 0◦ und θ2 = 360◦ (bzw. θ1 = 0 und θ2 = 2 · π) substituiert werden. Die
Ergebnisse einer solchen beispielhaften Berechnung sind in Abbildung 3.5.30 dargestellt.
Leij et al. [84] geben analytische Lösungen für Stoffdispersion in einem porösen Medium an, das vom
Grundwasser durchströmt wird. Die dabei gelöste Gleichung ist analog zur Gleichung 3.5.56. Die Auto-
ren berücksichtigen aber zusätzliche Terme, die einen direkten Vergleich der Ergebnisse nicht sinnvoll
machen.
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Abb. 3.5.30: Die Werte der g-Funktionen, die Grundwasserströmung abbilden, berechnet für den vollen
Kreis rund um die Sonde und die Kelvinsche Gleichung als Bezug.
Es ist sichtbar (Abbildung 3.5.30), dass die Sondenantwort bei Grundwasserströmung sich deutlich vom
Kelvin-Ansatz unterscheidet. Trotz einer unendlich langen Linienquelle erfolgt eine Stabilisierung der
Erdreichtemperatur, die ähnlich der in einer endlichen Sonde (Gleichung von Eskilson) ist. Die maximale
Neigung der aufsteigenden g-Funktion wird durch die Grundwasserströmung auch geringfügig geändert.
Die Abflachung der g-Funktion erfolgt umso schneller, je größer die Geschwindigkeit der Grundwasser-
strömung wird.
Einige Studien (Pahud et al. [99] S. 2 & S. 17) haben die Grundwasserströmung nicht analytisch, son-
dern numerisch berechnet und kamen zur Schlussfolgerung, dass sie in einer zusätzlichen Wärmeleistung
der Sonde resultieren kann, die sich um 70 % der trockenen Leistung erhöhen kann. Diese Ergebnisse
bestätigen die Aussagen des analytischen Modells.
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3.5.5.4 Numerische Bestimmung der g-Funktionen
Alle oben vorgestellten Gleichungen weisen Unsicherheiten auf, die aus den angenommenen Randbedin-
gungen und der vereinfachten Geometrie stammen. Die Rohre der Sonde werden zu einer Linienquelle
zusammengefasst, der Einfluss der Hinterfüllung wird vernachlässigt und die Sondenlänge wird als un-
endlich angenommen. Dank dieser Vereinfachungen sind diese Gleichungen überhaupt lösbar, aber ihre
Gültigkeit ist beschränkt und die mit ihnen gewonnenen Aussagen werden dadurch geschwächt. Diese
Schwächen lassen sich eliminieren, wenn eine g-Funktion aus Messungen oder aus einer detaillierten
numerischen Simulation gewonnen werden kann. Dieser Weg ist von vielen Autoren beschritten wor-
den (z. B. Eskilson [39], Yavuzturk [124, 125, 126]), um eine höhere Genauigkeit ihrer Berechnungen
zu gewinnen. Ein Nachteil einer numerisch berechneten g-Funktion liegt in ihrer Unflexibilität. Sie ist
nämlich nur für die Sondenkonfiguration anwendbar (Sondenlänge, Rohr- und Bohrlochradien etc.), für
die sie berechnet wurde. Der große Nachteil dieser Methode liegt darin, dass der genaue Verlauf bzw. die
tabellierten Werte solcher numerisch bestimmten g-Funktionen kaum veröffentlicht werden. Das Able-
sen der Werte aus den verfügbaren Literaturquellen ist wiederum sehr mühsam und ungenau. Deswegen
müssen solche Funktionen für den eigenen Gebrauch eigentlich neu bestimmt werden, was den Aufbau
komplizierter Software und eines Modellgitters verlangt. Die Berechnung einer analytischen g-Funktion
ist zwar aufwendig, aber weniger anspruchsvoll als die numerische Berechnung der gesamten Sonde und
des umgebenden Erdreichs. Einige Autoren haben die Ergebnisse der numerischen Berechnung mit den
analytischen g-Funktionen verglichen. So kam Pahud et al.([99] S. 13-14) zur Schlussfolgerung, dass die
Abweichung zwischen den beiden Herangehensweisen für die von ihm berechneten Beispiele vernachläs-
sigbar klein (1,4 % bzw. -2,7 %) ist. Beide Vorgehensweisen scheinen also berechtigt zu sein.
3.5.5.5 Einfluss der Kontakwiderstände
Alle oben aufgeführten Schemata beschreiben die Wärmeübertragung zwischen Medien mit verschie-
denen Eigenschaften. In einem Idealfall kann man annehmen, dass der thermische Kontakt zwischen
diesen Medien, d. h. zwischen Rohren und Füllung sowie Füllung und dem umgebenden Erdreich, ideal
ist. Dann ergeben sich die Widerstandswerte aus der Leitfähigkeit der beiden Medien und deren geome-
trischen Eigenschaften. In manchen Fällen kann der Kontakt zwischen den Medien schwach werden. Dies
kann vorkommen, wenn die Füllung zu schnell gefüllt und zu schwach verdichtet wird und Luftblasen
in der Füllung gefangen werden. Eine andere Gefahr stellt die Austrocknung der Hinterfüllung dar, die
zur Entstehung von Rissen führen kann. Das Einfrieren und das anschließende Abtauen des feuchten
Erdreichs um die Sonde können, wegen der größeren spezifischen Volumen von Eis, zur Bildung vom
Hohlräumen im Erdreich nahe der Sonde führen. Die auf diese Art und Weise entstehenden Leerräume
stellen einen zusätzlichen Wärmewiderstand dar, der bei der Simulation Berücksichtigung finden soll-
te. Einige Studien, z. B. Philippacopoulos und Berndt [103], zeigten, dass dies zur Verringerung des
nutzbaren Wärmestromes führt.
Die gleiche Studie nennt die Verfüllungsarten, die besonders anfällig für die Rissbildung sind und nennen
nach Mills [94] die Wärmeleitfähigkeit der Luft in kleinen Spalten als 0,027 W/mK.
3.5.5.6 Zusammenfassung der Erdreichmodellierung mit g-Funktionen
Das gängige Konzept der g-Funktionen und seine praktische Anwendung wurden erklärt. Damit wur-
den die verfügbaren analytischen Lösungen für die Erdsonde vorgestellt. Die oben aufgeführten Modelle
können entweder das Kurzzeitverhalten in unmittelbarer Nähe der Sonde (radiale Modelle) oder das
Langzeitverhalten auch in größeren Abständen davon (axiale Modelle) gut annähern. Das zusammenge-
setzte Modell von Li und Lai bietet eine Kombination aus radialen und axialen g-Funktionen, die das
gesamte Spektrum der Entfernung bzw. der Zeitskala gut approximieren kann. Leider besitzt es eine
Inkohärenz in der Wahl des Ortes der Temperaturaufnahme, die aber keinen großen Einfluss auf die
Genauigkeit seiner Vorhersagen hat.
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Die Mehrheit der vorgestellten Modelle arbeitet mit einem homogenen Erdreich, einer mittleren Bohr-
lochwandtemperatur und gleichen Wärmeentzügen aus allen Rohren in allen vertikalen Segmenten der
Sonde. Schon die wenig aufwändigen numerischen Modelle, deren Ergebnisse in Abschnitt 2 dargestellt
wurden, führen vor Augen, wie unrealistisch diese Annahmen sind. Das Erdreich ist in der Mehrheit der
Fälle geschichtet, enthält wasserführende Schichten und kann nur bedingt mit den gewichteten Stoffei-
genschaften abgebildet werden. Die Wärmeentzüge aus der Sonde sind nur selten so gering, dass sich an
der Bohrlochwand ein völlig radialsymmetrisches Temperaturfeld einstellen kann.
Es sind leider nur wenige Messdaten vorhanden, mit deren Hilfe man sagen könnte, wie groß die Abwei-
chungen der einzelnen Modelle von der Realität sind. Der Vergleich mit den Daten von Beier et al. [15]
zeigte, dass in dem von diesen Daten gedeckten kurzen Zeitraum die Nutzung der g-Funktionen von Es-
kilson, dicht gefolgt von den g-Funktionen nach Kelvin, die beste Abbildung der Messwerte ermöglicht
(siehe Tabelle 3.5.4). Dieses überraschende Ergebnis ist offensichtlich darauf zurückzuführen, dass die
g-Funktion nach Carslaw und Jaeger den Einfluss der Hinterfüllung nicht berücksichtigt und dass die
g-Funktion nach Lamarche und Beauchamp nicht zufriedenstellend integriert werden konnte.
Bei der Betrachtung des Langzeitverhaltens kann die Güte der Modelle nur durch die Beurteilung ihrer
Vereinfachungen vorgenommen werden. In diesem Sinne sind die komplizierteren Modelle, wie, z. B.
das zusammengesetzte Modell von Li und Lai, das die Hinterfüllung und das Langzeitverhalten einer
endlich langen Sonde nachbildet, erwartungsgemäß besser als z. B. der Ansatz von Kelvin, der beide
dieser Effekte vernachlässigt. Die Berücksichtigung weiterer bzw. komplizierterer Randbedingungen und
Annahmen scheint also die Richtung der weiteren Entwicklungen zu weisen.
Dabei scheinen die Möglichkeiten der Modellentwicklung bzw. -verfeinerung bei Weitem noch nicht aus-
geschöpft zu sein. Einige Möglichkeiten werden im nächsten Kapitel ausgelotet, indem die Modelle, die
die Abbildung einer in jedem Segment und jedem Rohrstück variierenden Wärmeabgabe erlauben und
diese Eigenschaft auch bei der Berechnung der Sondenfelder zulassen. Es wird auch ein Versuch für
die analytische Berücksichtigung der unterschiedlichen Stoffeigenschaften einzelner Erdreichschichten
unternommen, um deren Einfluss auf die Wärmeübergabe einzelner Rohre in den vertikalen Sondenseg-
menten zu erfassen. Damit soll die Komplexität des thermischen Problems aus Abb. 3.5.5 in Abschnitt
3.5.5 besser abgebildet werden.
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Tabelle 3.5.4: Vergleich der mittleren Abweichung zwischen den Erdreichtemperaturen aus den Daten
von Beier et al. [15] und den Temperaturen, die mithilfe verschiedener g-Funktionen für die gleichen
Wärmeentzüge berechnet wurden.
Abstand von der
Sondenachse
rSM in m 0,063 0,303 0,503
benutzte Messreihe Messreihe Messreihe
g-Funktion 1 2 1 2 1 2
Kelvin 0,666 0,272 0,182 0,043 0,039 -0,019
Eskilson 0,602 0,238 0,155 0,028 0,027 -0,025
ASHRAE (Gl. 2.4.1) 0,740 0,313 0,022 -0,054 -0,279 -0,189
Cekaljuk 1,640 0,804 1,748 0,898 1,614 0,834
Carslaw&Jaeger
req nach Bose 0,701 0,291 0,190 0,047 0,041 -0,018
Carslaw&Jaeger
req nach Kavanaugh 0,718 0,301 0,197 0,051 0,048 -0,014
Carslaw&Jaeger
req nach Gu&O’Neal 0,848 0,373 0,236 0,073 0,063 -0,006
Lamarche&Beauchamp
req nach Bose 74,2 37,9 73,2 37,4 71,6 36,7
Lamarche&Beauchamp
req nach Kavanaugh 32,5 16,5 34,3 17,5 33,5 17,1
Lamarche&Beauchamp
req nach Gu&O’Neal -2,52 -1,49 1,21 0,56 1,85 0,91
Modulus der
max.Abweichung 0,602 0,238 0,022 0,028 0,027 0,006
in K
Carslaw
beste Verfahren Eskilson Eskilson ASHRAE Eskilson Eskilson &Jaeger
(req nach
Gu&
O’Neal)
Kapitel 4
Weiterentwicklung der analytischen
Modelle
Die in den vorhergehenden Abschnitten vorgestellten Modelle bilden die radiale Wärmeleitung relativ
gut ab. Die axiale Wärmeleitung, die besonders bei Betrachtung des Langzeitverhaltens immer wichtiger
wird, wird von ihnen nur sehr grob abgebildet. Dabei werden im Modell von Eskilson die Wärmeent-
züge über die gesamte Sonde gemittelt und ihre Verteilung entlang der Sonde gar nicht berücksichtigt.
Das gleiche betrifft den Einfluss der variierenden Stoffeigenschaften einzelner Gesteinsschichten und
ihre gegenseitige thermische Beeinflussung. Durch Änderungen der Annahmen und weitere Ableitung
der Formeln können verbesserte, detailliertere Modelle gewonnen werden, die diese Effekte berücksich-
tigen. Diese Erweiterungen des Sondenmodells werden in dem folgenden Abschnitt beschrieben. Die
Beschreibung erfolgt nach dem gleichen Muster, das zu der Vorstellung der Modelle verwendet wurde.
In Erweiterung der Sondenmodelle wird zuerst der Fall der einzelnen Sonde beschrieben. Dann wird die
Anwendung am Sondenfeld versucht.
Erdreichtemperatur rund um eine Sonde Die Gleichung von Eskilson (3.5.23) kann weiterentwi-
ckelt werden, um die mittlere Temperatur entlang jedes Segments der Sonde zu berechnen. Als Segment
wird ein vertikaler Abschnitt einer Zylinderoberfläche mit einem Radius rSM definiert, dessen Achse
der Sondenachse überlagert ist und der von horizontalen Oberflächen auf Teufen Hi−1 und Hi weiter
beschränkt ist. Abbildung 4.0.1 stellt die Unterschiede in den Modellen für die Gleichungen von Kelvin
und Eskilson und für die neu entwickelten g-Funktionen dar. Die mittlere Temperatur des Segments ist
somit tE,i. In der neuen Funktion wird die Wärmeabgabe des Eskilson’schen Modells verfeinert, indem
sie unter den einzelnen Segmenten der Sonde variiert. Mit m Segmenten, in die die Sonde unterteilt wur-
de, gewinnt man m Mitteltemperaturen, die als Randbedingung für das numerische Berechnungsschema
verwendet werden können. Die mittlere Temperatur tE,i des Erdreichs im Abstand rSM von der Sonde
zwischen den Höhen von Hi−1 bis Hi beträgt:
tE,i = t∞ +
1
2 · π · λE,i ·
n∑
k=1
m∑
j=1
[
(q˙k,j − q˙k−1,j) · gNew 1 (i,j) (rSM, τ − τk−1)
]
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gNew 1 (i,j) (rSM, τx) =
1
2 ·
1
Hi −Hi−1 ·
Hi∫
Hi−1
[
·
Hj∫
Hj−1
⎛⎜⎜⎝erfc
(
rQ√
4·aE,i·τx
)
rQ
−
erfc
(
rS√
4·aE,i·τx
)
rS
⎞⎟⎟⎠ dz′
⎤⎥⎥⎦dz (4.0.1)
mit rQ, rS nach Gl. 3.5.22 und rSM nach Gl. 3.5.21.
Abb. 4.0.1: Randbedingungen für Berechnung der g-Funktionen, die axiale Effekte abbilden. q˙ ist die
längenbezogene Wärmeabgabe einer Sonde bzw. eines Sondenabschnittes.
Wenn die Sonde in m gleiche Segmente der Länge ∆H zerlegt wird, so kann die mittlere Temperatur
entlang des i-ten Sondensegments am Ende des n-ten Zeitschrittes in der Konvention der g-Funktionen
auf folgende Art und Weise in dimensionsloser Form ausgedrückt werden:
gNew 1 (i,j) (βL, τx) =
1
2 ·
[
H0
∆H +m
]
·
Hi
Hm∫
Hi−1
Hm
Hj
Hm∫
Hj−1
Hm
⎛⎜⎜⎝erfc
(
Hm ·˜r+√
4·aE,i·τx
)
r˜+ −
erfc
(
Hm ·˜r−√
4·aE,i·τx
)
r˜−
⎞⎟⎟⎠ dξL · dηL
(4.0.2)
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mit:
rS =
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′)2
rQ =
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z + z′)2
r˜− =
√
m2 · β2L + (ηL − ξL + aj − ai)2
r˜+ =
√
m2 · β2L + (ηL + ξL + aj + ai + 2 · a0)2
∆H = Hj −Hj−1 = Hi −Hi−1
Hm −H0 = m ·∆H
Hi−1 = ai ·∆H+H0
Hj−1 = aj ·∆H+H0
H0 = a0 ·∆H
Die neuen g-Funktionen (schon veröffentlicht in [79] und ca. 5 Jahre später offensichtlich unabhängig neu
abgeleitet von Cimmino und Bernier [28, 29]) können als Wichtungsfaktoren gedeutet werden, die den
gegenseitigen Einfluss der Sondensegmente beschreiben. Ein analoges Beispiel dazu aus dem Feld der
Gebäudeenergietechnik sind die Einstrahlzahlen, die den gegenseitigen Wärmeaustausch durch Strahlung
zwischen verschiedenen Oberflächen eines Raumes abbilden. Auf eine ähnliche Art und Weise, wie bei den
Einstrahlzahlen, summieren sich diese Wichtungsfaktoren zu eins1. Die Abweichung dieser Prüfsumme
bei der Anwendung eines Trapez-Regel-Integrators (de facto ein „brute force“-Algorithmus) beträgt
weniger als 5 % der g-Funktion nach Eskilson bei ganz geringen Werten (in einer Größenordnung von
10−6) und fällt dann stetig, um sich bei ca. 2 % für die Wertebereiche For ≥ 5 (bei rSM = rb, also unweit
der Eskilsonschen stationären Zeit ts) zu stabilisieren. Die g-Funktion gNew 1 (i,j) beschreibt dabei die
mittlere Änderung der Erdreichtemperatur im Segment i als Folge der Wärmeabgabe einer endlich langen
Linienquelle im Segment j.
m∑
i=1
m∑
j=1
[
Hi−1 −Hi
Hm −H0 ·
gNew 1 (i,j) (rSM, τx)
gEskilson (rSM, τx)
]
= 1
bzw.
1
Hm −H0 ·
m∑
i=1
{
(Hi−1 −Hi) ·
m∑
j=1
[
gNew 1 (i,j) (rSM, τx)
]}
= gEskilson (rSM, τx)
Die beispielhaften Tabellen solcher Wichtungsfaktoren für die unendliche Zeit und eine äquidistante Seg-
mentierung der Sonde werden in Anhang B zum Vergleich vorgestellt, um die eventuelle Nachrechnung
und Validierung des Berechnungsprogramms zu erleichtern.
Abbildung 4.0.2 zeigt die Unterteilung einer 100 m langen Sonde in zwei ungleich lange Segmente und
Abb. 4.0.3 stellt den Verlauf der g-Funktionen in Abhängigkeit von der dimensionslosen Zeit für diesen
Fall dar. In Abbildung 4.0.3 sind drei Besonderheiten der neuen g-Funktionen zu sehen. Erstens erreicht
die Teilfunktion gNew 1 (2,2) Werte, die größer als bei der entsprechenden Eskilsonfunktion sind. Das lässt
eine größere Temperaturvariation in der untersten Erdschicht vermuten, als es von dem Eskilson-Ansatz
vorhergesagt wurde.
1Für die Ableitung siehe Anhang B.
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Abb. 4.0.2: Beispielsgeometrie der Sondenunterteilung in zwei Segmente.
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Abb. 4.0.3: Verlauf der neuen g-Funktionen im Abstand von 5,5 cm von der Sonde (rSM = rb = 0, 055
m).
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Zweitens ist zu erkennen, dass die Teilfunktion der obersten Schicht gNew 1 (1,1) deutlich geringere Werte
als die analoge Funktion der tieferen Schicht gNew 1 (2,2) aufweist. Die Temperaturänderung der obersten
Schicht wird gedämpft von der Randbedingung an der Erdoberfläche, die hier eine konstante Temperatur
der gesamten Oberfläche voraussetzt, die gleich der Anfangstemperatur ist. Drittens ist die Gleichheit
der Teilfunktionen gNew 1 (1,2)=gNew 1 (2,1) vorhanden, obwohl die untere Schicht nur halb so stark wie
die obere ist. Abbildung 4.0.4 zeigt, wie groß der Einfluss der Wärmeabgabe in einer Schicht auf die Tem-
peratur des sie umgebenden Erdreichs ist (dieser Einfluss wird weiter als Selbstbeeinflussungsfunktion
bezeichnet) und wie groß der Einfluss der Nachbarschicht in Prozent ist, nach der Gleichung:
100% · gNew 1 (i,j)m∑
j=1
gNew 1 (i,j)
(4.0.3)
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Abb. 4.0.4: Prozentualer Anteil der einzelnen g-Funktionen an der Summe aller Funktionen nach
Gl. 4.0.3.
Es ist ersichtlich, dass bei der Berechnung der Temperatur an der Bohrlochwand das ganze Geschehen
von der radialen Wärmeleitung, d. h. von den Selbstbeeiflussungsfunktionen der einzelnen Schichten
dominiert wird. Der Einfluss der Nachbarschichten bleibt unter 10 % (bezogen auf die Summe der g-
Funktionen für diese Schicht =
m∑
j=1
gNew 1 (i,j)) für die oberste Schicht und wird noch geringer für die
tiefer gelegenen Schichten. Dabei ist dieser Einfluss erst nach einer längeren Zeit (hier ca. 1 Jahr nach
dem Betriebsanfang) bemerkbar und kann nur für das Langzeitverhalten der Sonde relevant sein.
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Tabelle 4.0.1 zeigt die Daten einer noch feineren Unterteilung der Sonde in zehn Segmente. Die g-
Funktionen eines mittleren Sondensegments werden in Abb. 4.0.5 und die Selbstbeeinflussungfunktionen
aller Segmente in Abb. 4.0.6 dargestellt.
Tabelle 4.0.1: Die Teufen und Schichtstärken einer Sondenunterteilung in zehn Segmente.
Schichtnummer Startteufe Endteufe Schichtstärke
m m m
1 0,00 10,53 10,53
2 10,53 21,05 10,53
3 21,05 31,58 10,53
4 31,58 42,11 10,53
5 42,11 52,63 10,53
6 52,63 63,16 10,53
7 63,16 73,68 10,53
8 73,68 84,21 10,53
9 84,21 94,74 10,53
10 94,74 100,00 5,26
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Abb. 4.0.5: Verlauf der neuen g-Funktionen für das fünfte Segment (aus zehn) bei einer Sondenlänge
von 100 m mit Unterteilung nach Tabelle 4.0.1.
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Abb. 4.0.6: Verlauf der neuen g-Funktionen, die die Selbstbeeinflussung jedes Segments bezeichnen bei
einer Sondenlänge von 100 m, die in 10 Segmente unterteilt wurde (siehe Tab. 4.0.1).
Es ist ersichtlich aus Abb. 4.0.5, dass die mittlere Temperatur im Abstand rSM von einem typischen mitt-
leren Sondensegment am stärksten von der Wärmeabgabe bzw. -entzug in diesem Segment beeinflusst
wird. Die Nachbarschichten werden erst in späteren Phasen überhaupt einen Einfluss ausüben, der sich
auch im stationären Fall insgesamt in den mittleren Schichten auf 31 % (der Summe der g-Funktionen
und damit auch der gesamten möglichen Temperaturänderung) beschränkt. In den Randschichten ist er
noch geringer.
Die tiefer gelegenen Nachbarschichten haben im stationären Fall einen geringfügig größeren Einfluss als
die entsprechend höher liegenden Schichten. In der Wachstumsphase der g-Funktionen sind die Einflüsse
der analog weit platzierten, höher und tiefer liegenden Nachbarschichten (z. B. die g-Funktionen der
dritten und siebenten Schicht in Relation zu der fünften Schicht) gleich. Abbildung 4.0.1 zeigt, dass die g-
Funktionen der mittleren Schichten der gleichen Mächtigkeit ungefähr gleich bleiben. Die oberste Schicht
gleicher Mächtigkeit hat sichtbar geringeren Einfluss auf sich selbst als bei den anderen Schichten. Die
g-Funktion gNew 1 (10,10) zeigt, dass eine dünnere Schicht deutlich nach oben aufschwingen wird, umso
stärker, je dünner sie in Bezug auf die gesamte Sondenlänge ist.
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Erdreichtemperatur rund um ein Sondenfeld
Wie schon in Abschnitt 3.5.5.2 erwähnt, kann jede g-Funktion, die das Langzeitverhalten einer ein-
zelnen Sonde gut abbildet, auch zur Entwicklung einer g-Funktion des Sondenfeldes verwendet werden.
Dies wird jetzt mithilfe der in dem vorigen Abschnitt definierten neuen g-Funktion ausgeführt. Es kann
nämlich nicht nur die einzelne Sonde, sondern auch ein Feld von sn Sonden betrachtet werden, die in
jeweils m Segmente unterteilt wurden. Dabei ist m eine für jede Sonde festgelegte Zahl:
m = m(s)
Der Ansatz von Diao (Gl. 3.5.52) kann analog zu dem Ansatz von Eskilson so erweitert werden, dass die
Einflüsse der einzelnen Sondensegmente abgebildet werden. In diesem Fall ergibt sich die Erdtemperatur
nah zu der Sonde si in der Tiefe zwischen Hi−1 und Hi (i-te Schicht) als:
tAVG,E,i,si = t∞,i + 12·π·λE ·
n∑
k=1
ns∑
s=1
m(s)∑
j=1
[
q˙k,j,s−q˙k−1,j,s
2 · gNew 2,j,s
(
rSM; τ ′n − τ ′k−1
)]
gNew 2,j,s (rSM; ∆τ) = 12 · Hj(s)−Hj−1(s)Hm(si)−H0(si)
·
1∫
0
1∫
0
⎡⎣erfc( [Hm(si)−H0(si)]·˜r−√4·aE·∆τ )
r˜− −
erfc
(
[Hm(si)−H0(si)]·˜r+√
4·aE·∆τ
)
r˜+
⎤⎦ dηL dξL
mit:
r˜− =
{
β2L (s) + [ηL · cs · (bj (s)− aj (s))− ξL · cs · (bi − ai)
+aj (s) · cs − ai + a0 · (cs − 1)]2
} 1
2
r˜+ =
{
β2L (s) + [ηL · cs · (bj (s)− aj (s)) + ξL · cs · (bi − ai)
+aj (s) · cs + ai + a0 · (cs + 1)]2
} 1
2
βL = rSM(s)Hm(si)−H0(si)
Die Ableitung der Formel und die dabei getroffenen Annahmen werden im Anhang B detailliert darge-
stellt.
Dabei sind die Variationen der Wärmeabgabe der einzelnen Sonden möglich und die Bezeichnungen
bedeuten:
k – Index des Zeitschrittes [−]
s – Index der Sonde [−]
j – Index des Sondensegments [−]
n – Index des letzten Zeitschrittes [−]
ns – Anzahl der Sonden [−]
m(s) – Anzahl der Segmente in der Sonde s [−]
q˙ k,j,s – Wärmeentzug aus j-tem Segment von s-ter Sonde
am Ende des k-ten Zeitschrittes
[W
m
]
rabst,s – Abstand zwischen s-ter Sonde und der si-ten Sonde [m]
(xs, ys) – Koordinaten der s-ten Sonde relativ zu der betrachteten (si-ten) Sonde [m]
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Diese Formel kann auch mithilfe der vorher definierten Funktionen dargestellt werden:
tAVG,E,i,si = t∞,i + 12·π·λE ·
n∑
k=1
ns∑
s=1
m(s)∑
j=1
[
q˙k,j,s−q˙k−1,j,s
2 · gNew 2,j,s
(
rSM; τ ′n − τ ′k−1
)]
gNew 2,j,s (rSM; ∆τ) = gNew 1,j (rSM; ∆τ) +
ns∑
s=1
s̸=si
gNew 3,j,s (rabst,s; ∆τ)
gNew 3,j,s,si (rabst,s; ∆τ) =
Hj(s)−Hj−1(s)
Hm(si)−H0(si) ·
·
1∫
0
1∫
0
⎡⎣erfc( [Hm(si)−H0(si)]·˜r−√4·aE·∆τ )
r˜− −
erfc
(
[Hm(si)−H0(si)]·˜r+√
4·aE·∆τ
)
r˜+
⎤⎦ dηL dξL
wobei:
r˜− =
{
β2L (s) + [ηL · cs · (bj (s)− aj (s))− ξL · cs · (bi − ai)
+aj (s) · cs (s)− ai + a0 · (cs (s)− 1)]2
} 1
2
r˜+ =
{
β2L (s) + [ηL · cs · (bj (s)− aj (s)) + ξL · cs · (bi − ai)
+aj (s) · cs (s) + ai + a0 · (cs (s) + 1)]2
} 1
2
cs (s) = Hm(s)−H0(s)Hm(si)−H0(si)
βL = rabst,s(s)Hm(si)−H0(si)
rSM =
√
(x − x′)2 + (y− y′)2
rabst,s =
√
(xs − x′)2 + (ys − y′)2
Alternativ kann die Temperaturverteilung in der Nähe eines Sondenfeldes berechnet werden. Um das zu
erreichen, muss eigentlich dieses ganze Gebiet numerisch nachgerechnet werden. Erst in ausreichender
Entfernung von den Sonden kann angenommen werden, dass das Temperaturprofil wieder radialsym-
metrisch wird, wie es bei der einzelnen Sonde angenommen wurde. Erst ab diesem Punkt kann eine
einheitliche, radialsymmetrisch verteilte Temperatur angenommen werden und die analytisch bzw. nu-
merisch bestimmten g-Funktionen für die Mehrsondenkonfiguration fangen an zu gelten. Sie können mit
den modifizierten Ansätzen von Diao bzw. dem neuen Ansatz bestimmt werden. Die Abstände rabst,s
müssen in diesem Fall einen Abstand zwischen dem betrachteten Punkt rSM und den einzelnen Sonden
ausdrücken.
rabst,s =
√
(xs − x)2 + (ys − y)2
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Axial-unsymmetrische Lösung für die einzelne Sonde
Alle bisher betrachteten Lösungen der Wärmleitungsgleichung haben die zwei bzw. vier Rohre einer
U-Sonde zu einer Linien- bzw. Zylinderquelle zusammengefasst. Dies resultierte in einer axialsymmetri-
schen Lösung der Wärmeleitungsgleichung, die im Allgemeinen, besonders an der Bohrlochwand, nicht
gültig ist. In Wirklichkeit ist eine Situation möglich, in der einige Bereiche des die Sonde umgebenden
Erdreichs von der einströmenden Sole gekühlt und andere Bereiche von der nach oben zurückströmenden
Sole erwärmt werden. Die Erdreichtemperatur in einem konstanten Abstand von der Sondenachse ist
deswegen besonders in unmittelbarer Nähe zu der Sonde nicht homogen. Das macht die Anwendung
der Berechnungsschemata, die die Temperaturrandbedingung an der Wand des Bohrlochs auswerten,
besonders fraglich. In einer weiteren Entfernung von der Sonde, wo der Wärmeübergang von dem Nach-
strömen der Wärme aus der weiteren Umgebung der Sonde dominiert wird, ist der Fehler einer solchen
Annahme geringer, weil der warme und kalte Strang so weit entfernt sind, dass sie aus der Sicht des
Messpunktes fast zu einer gemittelten Linie zusammenschmelzen.
Durch Betrachtung von vier parallel verlaufenden finiten Linienquellen, von denen zwei im Kühl- und
zwei im Heizmodus arbeiten, kann die Realität besser als mit den bisherigen Modellen angenähert wer-
den. Es wird angenommen, dass die Achsen der Linienquellen durch die Punkte (x′1, y′1), (x′2, y′2), (x′3, y′3)
und (x′4, y′4) gehen und parallel zu der z-Achse sind. Die Erdreichtemperatur in einem beliebig gewählten
Punkt (x, y, z) kann ausgedrückt werden als:
t (x, y, z, τ) = t∞ + 12·π·λ ·
no∑
o=1
·
n∑
i=1
[(
Q˙o,i − Q˙o,i−1
) · gEs (βL (o) ; τ − τi−1)]
wobei:
gEs (βL; τx) =
1
2 ·
1∫
0
1∫
0
⎡⎣erfc( Hm ·˜r−√4·a·τx)
r˜− −
erfc
(
Hm ·˜r+√
4·a·τx
)
r˜+
⎤⎦ dξL dηL
r˜− =
√
βL (o)2 + (ξL − ηL)2
r˜+ =
√
βL (o)2 + (ξL + ηL)2
βL (o) = 1Hm ·
√
(x − x′o)2 + (y− y′o)2
Diese Formel kann zur Berechnung der Randtemperatur für ein 2D-Simulationsprogramm verwendet
werden. Alternativ kann auch eine mittlere Erdtemperatur im Abstand rSM von der Sondenachse an
einem Abschnitt des Kreises (von α1 bis α2) bestimmt werden:
tE,AVG (rSM,, τ) = t∞ +
1
2 · π · λE ·
no∑
o=1
·
n∑
i=1
1
Larc
·
l2∫
l1
[(
Q˙o,i − Q˙o,i−1
) · gEs (βL (o) ; τ − τi−1)] dl
= t∞ +
1
2 · π · λ ·
no∑
o=1
·
n∑
i=1
1
α2 − α1 ·
·
rSM·α2∫
rSM·α1
[(
Q˙o,i − Q˙o,i−1
) · gEs (βL (o) ; τ ′ − τi−1)] dα (4.0.4)
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Mit
x = rSM · cosα und y = rSM · sinα
kann die Variable βL (o) umdefiniert werden zu:
βL (o) = 1Hm ·
√
(rSM · cosα− xo)2 + (rSM · sinα− yo)2
= 1Hm ·
√
r2SM + x2o + y2o − 2 · rSM · (xo · cosα+ yo · sinα)
wobei
rSM =
√
x2 + y2
den Abstand von der Mitte des Bezugssystems beschreibt, in dem sich auch die Sondenachse befindet.
Eine solche Herangehensweise reduziert die Anzahl der benötigten Berechnungen. Die Temperatur wird
nicht separat für jeden Punkt, sondern nur für die ganzen Randoberflächen bestimmt. Solange der Ab-
stand der Randfläche von der Wärmequelle ausreichend groß ist, ist diese Vereinfachung berechtigt.
Das Integral über den Winkel kann in die g-Funktion inkorporiert werden:
tE,AVG (rSM,, τ) = t∞ +
1
2 · π · λ ·
no∑
o=1
n∑
i=1
[(
Q˙o,i − Q˙o,i−1
) ·
·gNew 3 (o) (rSM; τ ′ − τi−1, α1, α2, o)
]
(4.0.5)
gNew 3 (o) (rSM,∆τ, α1, α2, o) =
1
2 ·
1
α2 − α1 ·
1
H0 −Hm ·
rSM·α2∫
rSM·α1
Hm∫
H0
Hm∫
H0
⎛⎝erfc
(
rQ√
4·aE·∆τ
)
rQ
−
erfc
(
rS√
4·aE·∆τ
)
rS
⎞⎠dz′dz dα
rQ =
√
r2∗ + (z− z′)2
rS =
√
r2∗ + (z + z′)
2
r∗ = r∗ (o, α) =
√
r2SM + x2o + y2o − 2 · rSM · (xo · cosα+ yo · sinα)
(4.0.6)
Formel 4.0.4 kann natürlich auch genutzt werden, um eine mittlere Temperatur rund um die Sonde zu
gewinnen, indem man über den gesamten Kreis (wenn α1 = 0 und α2 = 2 · π) integriert. Die hohe Auf-
lösung, die man durch eine kompliziertere Formel mit vier Linienquellen gewinnt, geht aber dabei zum
Großteil verloren. Aus diesem Grund empfiehlt sich eher die erste Anwendung, die jedoch noch stärker
erweitert werden kann, um eine noch bessere Auflösung zu erreichen. Deswegen wird in dem folgenden
Absatz auch die Formel für eine Sonde, die aus mehreren Segmenten besteht, abgeleitet.
Es ist ersichtlich, dass die Anzahl der gebrauchten g-Funktionen potenziell sehr groß sein kann, was den
von ihnen erbrachten Vorteil, d. h. die Reduktion der benötigten Berechnungen, infrage stellt. Die An-
zahl der benötigten Funktionen kann durch Ausnutzung der Symmetrie der Sonde und durch geschickte
symmetrische Zerlegung des Randes reduziert werden. Im einfachsten Fall wird die Sonde solche Sym-
metrieebenen aufweisen, die durch die Achsen der Rohre durchgehen. Die Zerlegung des Randes erfolgt
dann von dem Punkt, der an einer solchen Symmetrieebene liegt. Die Anzahl der Randelemente soll das
Vielfache der Anzahl der Sondenrohre darstellen.
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Axial-unsymmetrische Lösung für die Sonde mit m Segmenten
Die mittlere Temperatur des Erdreichs im i-ten Segment der Sonde zwischen den Winkeln α1 und α2
kann ausgedrückt werden als:
tAVG,i (α1, α2) = t∞ +
1
2 · π · λ ·
n∑
k=1
m∑
j=1
no∑
o=1
[
(q˙k,j,o − q˙k−1,j,o) · gNew 4 (i,j,o)
(
rSM, τ ′n − τ ′k−1
)]
(4.0.7)
wobei:
gNew 4 (i,j,o) (rSM,∆τ) = 12 · 1α2−α1 · 1Hi−Hi−1 ·
Hi∫
Hi−1
Hj∫
Hj−1
rSM·α2∫
rSM·α1
(erfc( rQ√
4·a·∆τ
)
rQ −
erfc
( rS√
4·a·∆τ
)
rS
)
dα dz′ dz
rQ =
√
r2∗ + (z− z′)2
rS =
√
r2∗ + (z + z′)
2
r∗ = r∗ (o, α) =
√
r2SM + x2o + y2o − 2 · rSM · (xo · cosα+ yo · sinα)
(4.0.8)
Bei einer symmetrischen, doppelten U-Sonde und Unterteilung des Randes in np gleiche Segmente, mit
np = 4 · n (n ∈ N), wobei der Anfang des ersten Segments auf der Symmetrieebene liegt, die durch die
Rohrachse durchgeht, können die g-Funktionen für Relationen des Rohres o und des Randabschnittes p
definiert werden, um die mittlere Temperatur des p-ten Abschnittes des Erdreichs im i-ten Sondenseg-
ment zu beschreiben:
tAVG,i,p = t∞ +
1
2 · π · λE ·
n∑
k=1
m∑
j=1
no∑
o=1
[
(q˙k,j,o − q˙k−1,j,o) · gNew 4 (i,j,p,o)
(
rSM, τ ′n − τ ′k−1
)]
(4.0.9)
wobei:
gNew 4 (i,j,p,o) (rSM,∆τ) = 12 · 1αp,2−αp,1 · 1Hi−Hi−1 ·
Hi∫
Hi−1
Hj∫
Hj−1
rSM·α2∫
rSM·α1
⎛⎝erfc( rQ√4·aE·∆τ)
rQ −
erfc
(
rS√
4·aE·∆τ
)
rS
⎞⎠ dα dz′ dz
rQ =
√
r2∗ + (z− z′)2
rS =
√
r2∗ + (z + z′)
2
r∗ = r∗ (o, α) =
√
r2SM + x2o + y2o − 2 · rSM · (xo · cosα+ yo · sinα)
αp,1 = 2·πnp · (p− 1)
αp,2 = 2·πnp · p
p ∈ [1,np]
np = no · nu , nu ∈ N
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Die Bedeutung der Bezeichnungen ist wie folgt:
k – Index des Zeitschrittes
n – Nummer des letzten Zeitschrittes
j – Index des Sondensegments
m – Anzahl der Sondensegmente
o – Index des Rohres, d. h. Rohrstranges im Bohrloch
no – Anzahl der Rohre bzw. Rohrstränge im Bohrloch
q˙k,j,o – Wärmeabgabe des o-ten Stranges im j-ten Sondenabschnitt (zwischen Hj−1
und Hj ) im k-ten Zeitschritt
p – Index des radialen Sondenabschnittes zwischen Winkeln αp,1 und αp,2
np – Anzahl der radialen Sondenabschnitte np = nu · no
no – Anzahl der zusätzlichen Unterteilungen des Randes
i – Nummer des Sondensegments, dessen Temperatur bestimmt wird
gKo – entsprechende g-Funktion
Dabei gilt:
gNew 4 (i,j,p,o) = gNew 4 (i,j,p+nu,o+1)
und:
gNew 4 (i,j,p,o) = gNew 4 (i,j,p+np−1,o)
was zu einer deutlichen Reduktion der Anzahl der nötigen g-Funktionen (auf np2 Funktionen) führt. Eine
beispielhafte Zuordnung der Rohre und der Randzerlegungen wurde in Abb. 4.0.7 dargestellt.
Abb. 4.0.7: Beispielhafte Zerlegung des Randes in 8 Stücke für eine doppelte (links) und einfache (rechts)
U-Sonde mit Indizes der Randstücke und der Quelllinien. Die Berechnung beider Fälle bedarf 4 g-
Funktionen.
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Für eine doppelte U-Sonde (no = 4) und Zerlegung des Randes in 8 Teile (np = 8) folgt nu = npno = 2.
Die g-Funktionen aller Rohre für gegebene Indizes i und j können mit den Funktionen für das erste Rohr
(o=1) ersetzt werden:
gNew 4 (i,j,1,1) = gNew 4 (i,j,2,2) = gNew 4 (i,j,3,2) = gNew 4 (i,j,4,3) =
= gNew 4 (i,j,5,3) = gNew 4 (i,j,6,4) = gNew 4 (i,j,7,4) = gNew 4 (i,j,8,1)
gNew 4 (i,j,1,2) = gNew 4 (i,j,4,2) = gNew 4 (i,j,2,1) = gNew 4 (i,j,3,3) =
= gNew 4 (i,j,6,3) = gNew 4 (i,j,5,4) = gNew 4 (i,j,8,4) = gNew 4 (i,j,7,1)
gNew 4 (i,j,1,3) = gNew 4 (i,j,8,3) = gNew 4 (i,j,4,1) = gNew 4 (i,j,5,1) =
= gNew 4 (i,j,2,4) = gNew 4 (i,j,3,4) = gNew 4 (i,j,6,2) = gNew 4 (i,j,7,2)
gNew 4 (i,j,1,4) = gNew 4 (i,j,4,4) = gNew 4 (i,j,3,1) = gNew 4 (i,j,6,1) =
= gNew 4 (i,j,5,2) = gNew 4 (i,j,8,2) = gNew 4 (i,j,2,3) = gNew 4 (i,j,7,3)
sodass:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
gNew 4 (i,j,p,o) o = 1 o = 2 o = 3 o = 4
p = 1 (1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4)
p = 2 (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4)
p = 3 (3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4)
p = 4 (4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4)
p = 5 (5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4)
p = 6 (6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4)
p = 7 (7, 1) (7, 2) (7, 3) (7, 4)
p = 8 (8, 1) (8, 2) (8, 3) (8, 4)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
gNew 4 (i,j,p,o) o = 1 o = 2 o = 3 o = 4
p = 1 (1, 1) (2, 1) (4, 1) (3, 1)
p = 2 (2, 1) (1, 1) (3, 1) (4, 1)
p = 3 (3, 1) (1, 1) (2, 1) (4, 1)
p = 4 (4, 1) (2, 1) (1, 1) (3, 1)
p = 5 (4, 1) (3, 1) (1, 1) (2, 1)
p = 6 (3, 1) (4, 1) (2, 1) (1, 1)
p = 7 (2, 1) (4, 1) (3, 1) (1, 1)
p = 8 (1, 1) (3, 1) (4, 1) (2, 1)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Erdreichtemperatur rund um eine Sonde mit Grundwasserströmung
Das Integral 3.5.58 drückt die Temperaturverteilung um eine unendliche Linienquelle aus, die sich
im Erdreich mit dem sich bewegenden Grundwasser befindet. Die unendliche Linie ist dabei durch das
Integral von −∞ bis zum +∞ definiert. Diese Lösung kann geändert und an eine Sonde finiter Länge
in einem Halbraum angepasst werden. Das erfolgt analog zu der Konstruktion der Lösung von Eskilson
3.5.23, d. h. durch Integration der Punktquelle von dem Anfang der Sonde H0 bis zu seinem Ende Hm und
anschließender Integration einer Quelle mit der gleichen Stärke Q˙, aber entgegen gesetztem Vorzeichen,
die gegen die x-y Oberfläche gespiegelt wird (siehe Abb. 3.5.29 in Abschnitt 3.5.5.3). Auf diese Art und
Weise kann die folgende Formulierung für eine finite Linienquelle in einem Halbraum gewonnen werden:
t (x, y; τ)− t∞ =
n∑
i=1
q˙i
8·λeff ·
√
π3·aeff
·
Hm∫
H0
τ ′∫
0
{
1
(τ ′−τ) 32
·[
exp
(
− r
2
SM+ueff ·(τ ′−τ)·[ueff ·(τ ′−τ)−2·rSM·cos θ]+(z−z′)2
4·aeff ·(τ ′−τ)
)
− exp
(
− r
2
SM+ueff ·(τ ′−τ)·[ueff ·(τ ′−τ)−2·rSM·cos θ]+(z+z′)2
4·aeff ·(τ ′−τ)
)]}
dτ dz′
Das doppelte Integral kann problemlos numerisch ausgewertet werden.
Für die Gebäudesimulation werden dabei, wie bei der Eskilsonschen Funktion, die Mittelwerte der Erd-
temperatur für die abgeschlossenen Oberflächen am interessantesten. Die mittlere Erdtemperatur entlang
der Sonde im Abstand rSM von der Sondenachse in Winkel zwischen θ1 und θ2 ([θ1] = [θ2] = rad) wird
definiert durch:
t (x, y; τ) = t∞ + 1Hm−H0 · 1rSM·(θ2−θ1) ·
n∑
i=1
q˙i
8·λeff ·
√
π3·aeff
·
Hm∫
H0
θ2∫
θ1
Hm∫
H0
τ ′∫
0
{
1
(τ ′−τ) 32
·[
exp
(
− r
2
SM+ueff ·(τ ′−τ)·[ueff ·(τ ′−τ)−2·rSM·cos θ]+(z−z′)2
4·aeff ·(τ ′−τ)
)
− exp
(
− r
2
SM+ueff ·(τ ′−τ)·[ueff ·(τ ′−τ)−2·rSM·cos θ]+(z+z′)2
4·aeff ·(τ ′−τ)
)]}
dτ dz′ dθ dz
In der Konvention der g-Funktionen kann diese Temperaturverteilung ausgedrückt werden als:
t (x, y; τ) = t∞ + q˙i2·πλeff · gNew 5 (rSM;τ ′;θ1,θ2;H0,Hm)
gNew 5 (rSM;τ ′;θ1,θ2;H0,Hm) = 1Hm−H0 · 1rSM·(θ2−θ1) ·
n∑
i=1
1
4·√π·aeff ·
Hm∫
H0
θ2∫
θ1
Hm∫
H0
τ ′∫
0
{
1
(τ ′−τ) 32
·[
exp
(
− r
2
SM+ueff ·(τ ′−τ)·[ueff ·(τ ′−τ)−2·rSM·cos θ]+(z−z′)2
4·aeff ·(τ ′−τ)
)
− exp
(
− r
2
SM+ueff ·(τ ′−τ)·[ueff ·(τ ′−τ)−2·rSM·cos θ]+(z+z′)2
4·aeff ·(τ ′−τ)
)]}
·
· dτ dz′ dθ dz
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G-Funktionen für das geschichtete Erdreich
Die bisher vorgestellten g-Funktionen waren nur in einem isotropen Medium gültig. In der Wirklichkeit
besteht das Erdreich oft aus Schichten, die unterschiedliche Stoffeigenschaften aufweisen. Um dieser
Tatsache Rechnung zu tragen, wurde die von Hahn und Özişik [53] angeführte allgemeine Lösung für
das geschichtete Medium adaptiert. Es wurde auch die in der gleichen Quelle beschriebene Möglichkeit
zur Gewinnung der mehrdimensionalen g-Funktionen aus der ein- bzw. zweidimensionalen g-Funktionen,
wie z. B. die Grundlösung aus Gl. 3.5.3, zunutze gemacht. Die Lösung für die Erdreichtemperatur wird
gewonnen durch die Integration der folgenden zusammengesetzten g-Funktion:
tE,i =
m+1∑
j=1
{
τ ′=τ∫
τ ′=0
x′=+∞∫
x′=−∞
y′=+∞∫
y′=−∞
z′=Hj∫
z′=Hj−1
Gi,j (x, y, z, τ |x′, y′, z′, τ ′) ·[
aE,j
λE,j
· q˙j (x′, y′, z′, τ ′)
]
dz′ dy′ dx′ dτ ′
} (4.0.10)
mit:
Gi,j (x, y, z, τ |x′, y′, z′, τ ′) = q˙j,k,o ·GL,i (x, y, τ |x′, y′, τ ′) ·
∞∑
s=1
{
exp [−βs · (τ − τ ′)] ·
· 1Nn ·
[
Ai,s · sin
(
βs√aE,i · z
)
+Bi,s · cos
(
βs√aE,i · z
)]
·
·
[
Aj,s · sin
(
βs√aE,j · z′
)
+Bj,s · cos
(
βs√aE,j · z′
)]}
q˙j,k,o – ist der Wärmeentzug aus dem j-ten Segment des o-ten Stranges einer Sonde in dem k-ten
Zeitschritt in Wm .
Die Greensche Funktion GL,i für die i-te Schicht in zwei Dimensionen kann unterschiedlich definiert
werden als:
1. gleich der Grundlösung des Wärmeleitungsproblems in zwei Dimensionen ∆tBS,2D nach Gl. 3.5.3,
2. gleich einer Funktion, die als die Ableitung der g-Funktion nach Carslaw und Jaeger aus Gl. 3.5.30
nach der Zeit und nach den Ortsvariablen x und y erzeugt werden kann,
3. gleich einer Funktion, die als die Ableitung der g-Funktion nach Lamarche und Beauchamp aus
Gl. 3.5.34 nach der Zeit und nach Ortsvariablen x und y erzeugt werden kann.
Für den ersten Fall ergibt sich die folgende Formulierung für die mittlere Temperatur in jeder Erdreichs-
chicht:
tE,i = t∞ +
1
2 · π · λE,i ·
n∑
k=1
m+1∑
j=1
ns∑
o=1
[
(q˙k,j,o − q˙k−1,j,o) · gNew 6 (i,j,o,s) (rSM, τ − τk−1)
]
(4.0.11)
gNew 6 (i,j,o,s) (rSM, τx) =
2 · π · λE,i
Hi −Hi−1 ·
∞∑
s=1
[Ci,s (x, y, τx, x′, y′) ·Di,j,s (z, z′)] (4.0.12)
Ci,s (x, y, τx, x′, y′) =
τ ′=τx∫
τ ′=0
exp
[
−β2s · (τx − τ ′)− r
2
SM
4·aE,i·(τx−τ ′)
]
4 · π · aE,i · (τx − τ ′) dτ
′ (4.0.13)
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Di,j,s (z, z′) =
1
Ns
·
z′=Hi∫
z′=Hi−1
[
Ai,s · sin
(
βs√aE,i · z
)
+Bi,s · cos
(
βs√aE,i · z
)]
dz·
·
z′=Hj∫
z′=Hj−1
[
Aj,s · sin
(
βs√aE,j · z
′
)
+Bj,s · cos
(
βs√aE,j · z
′
)]
dz′
=
√aE,i · aE,j
β2s ·Nn
·
{
Bi,s ·
[
sin
(
βs ·Hi√aE,i
)
− sin
(
βs ·Hi−1√aE,i
)]
−Ai,s ·
[
cos
(
βs ·Hi√aE,i
)
− cos
(
βs ·Hi−1√aE,i
)]}
·
·
{
Bj,s ·
[
sin
(
βs ·Hj√aE,j
)
− sin
(
βs ·Hj−1√aE,j
)]
−Aj,s ·
[
cos
(
βs ·Hj√aE,j
)
− cos
(
βs ·Hj−1√aE,j
)]}
(4.0.14)
Ns =
m∑
j=1
z′=Hj∫
z′=Hj−1
[
Aj,s · sin
(
βs√aE,j · z
′
)
+Bj,s · cos
(
βs√aE,j · z
′
)]2
dz′
=
m+1∑
j=1
{(
A2j,s +B2j,s
) · Hj −Hj−12 +
+
(
B2j,s −A2j,s
) · √aE,j4 · βs ·
[
sin
(
2 · βs ·Hj√aE,j
)
− sin
(
2 · βs ·Hj−1√aE,j
)]
+
+Aj,s · Bj,s ·
[
cos
(
2 · βs ·Hj√aE,j
)
− cos
(
2 · βs ·Hj−1√aE,j
)]}
(4.0.15)
Die g-Funktionenberechnung mit dieser Methode ist sehr langwierig und aufwendig, so dass unter Um-
ständen eine längere Rechenzeit als bei einer umfangreichen numerischen Simulation entstehen kann.
Damit ist sie bei der heutigen Leistung der Rechentechnik zur Bestimmung der für die gesamte Sonden-
felder repräsentativen g-Funktionen nicht geeignet.
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Fazit der Modellweiterentwicklung
Die erste der entwickelten neuen g-Funktionen berücksichtigt die Variation des Wärmeentzuges entlang
der Sonde und erlaubt dadurch eine differenziertere Berechnung der Bohrlochwand- bzw. Erdreichtempe-
ratur im Abstand rSM von der Sonde, die in einem homogenen Erdreich platziert wurde. Diese g-Funktion
ist besonders gut geeignet zur Modellierung des Einflusses des geothermalen Gradienten und kann auch
die geringen Variationen der Stoffeigenschaften der Gesteinschichten ausreichend genau abbilden.
Diese erweiterte g-Funktion wurde gleich dazu verwendet, um eine für das Sondenfeld repräsentati-
ve, verbesserte g-Funktion zu erstellen. Diese beiden Erweiterungen nehmen eine radialsymmetrische
Wärmeübertragung rund um die Sonde und dadurch auch eine homogene Temperaturverteilung an der
Bohrlochwand an. Wie in Abschnitt 2.3 dargelegt, ist diese Annahme nicht immer bzw. nicht in jeder
Entfernung von der Sondenachse richtig.
Dies motivierte die Entwicklung der dritten, neuen g-Funktion, die der Asymmetrie der Temperaturver-
teilung in den radialen Sektionen um die Sonde Rechnung trägt, indem sie die mittlere Temperatur eines
Ausschnittes der zylindrischen Oberfläche im Abstand rSM von der Sondenmitte zwischen den Winkeln
α1 und α2 bestimmt. Die Funktion berücksichtigt die Unterschiede in den Wärmeentzügen der einzelnen
Sondenstränge und verlangt, dass sie als Input geliefert werden. Der Nachteil dieser Funktion lag darin,
dass sie wiederum einen Mittelwert der radialen Sektion entlang der gesamten Sonde bildete. Letzlich
hat dies zur Entwicklung der vierten, neuen g-Funktion geführt, die die mittleren Temperaturen der
radialen Abschnitte der Zylinderoberfläche bestimmt, die von zwei Winkeln und zwei Teufen abgegrenzt
werden. Damit wird die Zerlegung der gesamten Bohrlochwand in radiale Abschnitte und vertikale Seg-
mente ermöglicht, für die mithilfe dieser g-Funktionen die Bohrlochwandtemperaturen bestimmt werden
können. Die Vorteile dieser g-Funktion können in der Kopplung mit einem schnellen Modell, das die
Wärmeleitung in der Hinterfüllung präzise abbilden kann, z. B. einem schnellen FEM-Programm, zur
Wirkung kommen.
Die fünfte neue g-Funktion nutzt die Idee, die hinter dem Ansatz von Eskilson steht, nämlich die eines
unendlichen Halbraumes und wendet sie auf den Fall der Erdsonde mit Grundwasserströmung an. Im
Allgemeinen kann mit ihr nur eine Sonde abgebildet werden.
Die letzte, sechste g-Funktion wendet die Lösungen von Hahn und Özişik für das geschichtete Medi-
um auf die Problematik der Erdsondenmodellierung an. Der Ansatz von Hahn und Özişik (siehe auch
Gl. 3.5.13) wird zu einer g-Funktion umgewandelt und mit einer Grundlösung für das unendliche, zwei-
dimensionale Medium (siehe Gl. 3.5.3) kombiniert, um eine recht komplizierte und sehr aufwändige,
aber vielversprechende Lösung für die Temperaturen der einzelnen Erdschichten mit unterschiedlichen
Stoffeigenschaften zu gewinnen.
Es wurden gleichzeitig die weiteren Entwicklungsmöglichkeiten durch die Nutzung der komplizierteren
zweidimensionalen Lösungen bzw. daraus stammenden g-Funktionen aufgezeigt. Die optimale Kombi-
nation des detaillierten Modells von Li und Lai [85, 86, 87] mit der Grundlösung des geschichteten
Erdreichs scheint ausgeschlossen zu sein, da die Lösung von Li und Lai keine Orthogonalität besitzt.
Das bedeutet, dass die Wärmeübertragung in radialer und tangentialer Richtung nicht linear vonein-
ander abhängen. In der Literatur sind zwar einzelne Lösungen solcher Probleme zu finden (Shah und
Thambynayagam [108]), die die fortgeschrittenen Methoden der Analysis (d. h. Integraltransformation
mit einer Kernelfunktion, die eine Hankel-Funktion 4. Art ist) zur Entkopplung dieser Abhängigkeiten
anwenden. Diese konnten nicht nachgerechnet werden. Nach Angaben der Autoren verlangen sie auch die
Anwendung eines speziellen Rechners bzw. Supercomputers, um das Berechnungsverfahren numerisch
stabil zu bekommen.
Kapitel 5
Anwendungsbeispiele
Im Folgenden werden die oben vorgestellten Modelle auf die praktischen Problemstellungen angewandt.
Die Beispiele sollen aufzeigen, was für einen Einfluss die Sondenmodellierung auf den vorhergesagten
Energieverbrauch und die Leistung des modellierten Systems hat. Daraus wird deutlich, wie das Mo-
dell des Erdwärmeübertragers sich verhält und wie groß sein Einfluss auf die Jahresarbeitszahl einer
Heizungsanlage mit einem Wärmepumpensystem ist.
5.1 Ein praktisches Beispiel
Zuerst wird das Verhalten einer Sonde untersucht, die das in Abschnitt 2.3 beschriebene Haus (siehe
Abb. 2.3.1) über ein Wärmepumpensystem beheizt, dessen hydraulische Konfiguration in Abb. 2.3.2
abgebildet wurde. Zur Erinnerung werden die Eckdaten dieses Systems hier kurz wiederholt. Das Haus
wird von einer Wärmepumpe Dimplex 9A mit einer Nennleistung von 9 kW versorgt, die wiederum an
eine 100 Meter lange Erdwärmesonde angeschlossen wurde. Die Daten der Erdwärmesonde werden in
Tabelle 5.1.1 zusammengefasst.
Tabelle 5.1.1: Daten der Erdwärmesonde, die in dem vorliegenden Beispiel benutzt wurde.
Beschreibung Name Wert Einheit
BOHRLOCH
Bohrdurchmesser rb 140,0 mm
Länge Hm 100,0 m
HINTERFÜLLUNG
Wärmeleitfähigkeit λF 2,0 Wm·K
Dichte ϱF 1600,0 kgm3
spez. Wärmekapazität cp,F 660,0 Jkg·K
SONDENROHRE
Außendurchmesser 2 · r0,a 32,0 mm
Wanddicke σ 2,6 mm
Wärmeleitfähigkeit λR 0,42 Wm·K
Dichte ϱR 960,0 kgm3
spez. Wärmekapazität cp,R 1800,0 Jkg·K
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Die Eigenschaften des Erdreichs werden in Tabelle 5.1.2 und in Abbildung 5.1.1 dargestellt.
Abb. 5.1.1: Bohrprofil, in dem die Sonde abgeteuft wurde [121].
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Tabelle 5.1.2: Daten des Erdreichs, in dem die Sonde abgeteuft wurde.
Schichtnummer
Beschreibung 1 2
Anfangsteufe 0 m 20 m
Endteufe 20 m >100 m
Porosität 30 % 20 %
Wärmeleitfähigkeit 2,0 Wm·K 2,1
W
m·K
Dichte 2200 kgm3 2400
kg
m3
spez.Wärmekapazität 1500 Jkg·K 850
J
kg·K
mittlere Oberflächentemperatur 8,0 ◦C
geothermaler Gradient 0,04 Km
Die Sonde ist eine 2-U-Sonde. Die Sole besteht aus einer Wasser-Glykol-Mischung mit einem Glykolanteil
von 20 %. Die Sonde ist zementiert. Die Zirkulationsrate beträgt für die Sonde 0,3 ls . Das simulierte
Haus ist der Witterung ausgesetzt, die mithilfe der Daten nach Testreferenzjahr 4 (Daten für Potsdam)
nachgebildet wird. Es wurde mit einem Fußbodenheizungssystem ausgestattet. Im Folgenden werden die
Ergebnisse einer 5-Jahres-Simulation dargestellt.
Abbildung 5.1.2 zeigt die täglich gemittelten Werte der geothermalen Leistung, der Kopftemperatur
(Austrittstemperatur aus der Sonde) und der elektrischen Leistungsaufnahme der Sonde. Zusätzlich
werden die Werte von COP aufgetragen, die über die tatsächliche Betriebszeit innerhalb einer Stunde
gemittelt wurden.
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Abb. 5.1.2: Die Sondenleistung, Kopftemperatur und elektrische Leistungsaufnahme über fünf Jahre,
jeweils gemittelt über einen Tag. Dazu wurden über die tatsächliche Betriebszeit gemittelte COP-Werte
aufgetragen (Randbedingungen nach [121]).
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Abbildung 5.1.3 zeigt die Verläufe der gleichen Größen in einer feineren Zeitskala, d. h. die realen und
über die jeweilige Stunde gemittelten Werte der Kopftemperatur und des Wärmeentzuges der Sonde,
sowie die stündlichen Mittelwerte der elektrischen Leistung und von COP, für den 1. Oktober des fünften
simulierten Jahres. Abbildung 5.1.4 enthält die gleiche Daten für einen typischen Wintertag, hier der 1.
Januar des fünften Winters. Die winterlichen Profile weisen natürlich deutlich größere Wärmeentzüge
und daraus folgende geringere Kopftemperaturen auf.
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Abb. 5.1.3: Leistungsprofil für den 1. Oktober nach fünf Jahren Wärmeentzug. Die Sondenleistung,
Kopftemperatur und elektrische Leistungsaufnahme, gemittelt über die jeweilige Stunde und angege-
ben in feiner Auflösung (36 s). Dazu wurden die berechneten COP-Werte während jedes Schaltspiels
aufgetragen (Randbedingungen nach [121]).
Abbildung 5.1.5 zeigt den Verlauf der oben genannten Größen, gemittelt an dem jeweiligen Tag, über
den fünften Winter der Simulation. Es sind ein deutlicher Abfall der Kopftemperaturen im Winter
und ihre Erholung im Sommer sowie eine entsprechende Absenkung und Erholung der COP-Werte
zu diesen Zeiten zu erkennen. Sie stimmen mit den gleichzeitig auftretenden Wärmeentzügen überein.
Abbildung 5.1.6 zeigt die Temperaturprofile im Boden, die über die 5 Jahre auftreten. Die Lasten, die
bei Verwendung der Wetterdaten des Testreferenzjahres auftreten, verursachen eine deutlich geringere
Belastung des Erdreichs, als es bei den Normwerten der Fall ist, die zur Auslegung der Sonden benutzt
werden. Die Kopftemperaturen und Erdreichtemperaturem im Abstand von 0,5 m von der Sondenachse
erfahren eine Quasi-Stabilisierung schon in dem zweiten bis dritten Jahr, was in den Temperaturprofilen
in Abb. 5.1.6 gut sichtbar ist. Die Temperaturwelle, die infolge des unbalancierten Wärmeentzuges
entsteht, breitet sich viel weiter, bis zu der Grenze des simulierten Bereichs aus.
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Abb. 5.1.4: Leistungsprofil für den 1. Januar nach fünf Jahren Wärmeentzug. Die Sondenleistung, Kopf-
temperatur und elektrische Leistungsaufnahme, gemittelt über die jeweilige Stunde und angegeben in
feiner Auflösung (36 s). Dazu wurden die COP-Werte während jedes Schaltspiels aufgetragen (Randbe-
dingungen nach [121]).
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Abb. 5.1.5: Leistungsprofil für das fünfte bis sechste Jahr. Die Sondenleistung, Kopftemperatur, elektri-
sche Leistungsaufnahme und COP-Werte, gemittelt über den jeweiligen Tag.
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Abb. 5.1.6: Die Temperaturprofile im Erdreich in ◦C im Abstand bis zu 6,0 m von der Sondenachse
(rechts) am Anfang der Simulation und zum Ende Februar des simulierten ersten, fünften und zehnten
Jahres (tiefste Temperaturen). Rechts befindet sich die Sonde.
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Die Verläufe aller Daten in den Leistungskurven folgen dem aus der Literatur [121] bekannten Muster,
obwohl sie wegen der geringeren Belastung weniger deutlich ausgebildet sind. Abbildung 5.1.7 zeigt die
Unterschiede in der vorhergesagten Erdreichtemperatur im Abstand von 0,5 m von der Sondenachse
zwischen dem numerischen 2D-Modell und den g-Funktionen nach Eskilson und nach dem ersten in
dieser Arbeit entwickelten Ansatz. Die Sonde wurde in 10 Segmente nach der Tabelle 4.0.1 zerlegt.
Es werden die mittleren Temperaturen der zweiten und der neunten Schicht dargestellt. Es ist sicht-
bar, dass die neu entwickelte g-Funktion im Vergleich zu der g-Funktion nach Eskilson eine niedrigere
Temperatur der oberen Schichten und eine höhere Temperatur der tieferen Schichten vorhersagt. Sie
berücksichtigt die infolge des geothermalen Gradienten auftretenden, teufeabhängigen Unterschiede in
dem längebezogenen Wärmeentzug aller Sondensegmente. Das 2D-Modell berücksichtigt dies auch, be-
sitzt aber eine adiabate Randbedingung an jeder Schichtsgrenze, was in größeren Schwankungen der
vorhergesagten Temperaturen resultiert. Der neue Ansatz nimmt eine konstante Oberflächentemperatur
und die Wärmeausbreitung in einem unendlich nach unten ausgedehnten Medium an, was die Tem-
peraturschwankungen im Vergleich zu dem numerischen 2D-Modell sichtbar dämpft. Die Unterschiede
zwischen den Berechnungsmethoden wachsen leicht in den folgenden Jahren und werden quasi-stabil auf
einem geänderten Niveau nach dem dritten Jahr.
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Abb. 5.1.7: Die mittlere Temperatur der Sondensegmente der Länge 10,5 m im Abstand von 0,5 m von
der Sondenachse in zwei Teufen, für das erste Jahr, berechnet mit unterschiedlichen g-Funktionen und
auf einem numerischen Gitter.
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Abbildung 5.1.8 zeigt den Einfluss der Variation der Wärmeleitfähigkeit des Erdreichs (um jeweils 20%
nach oben und nach unten) auf die vorhergesagten Wärmeentzüge aus der Sonde und die über jeweiligen
Tag gemittelten Kopftemperaturen (Soleaustrittstemperaturen) der Sonde. Unabhängig von den Eigen-
schaften des Erdreichs realisiert das Wärmepumpensystem seine Wärmeanforderungen. Die sich dabei
einstellenden Soletemperaturen können sich sogar 1 K unterschieden.
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Abb. 5.1.8: Einfluss einer Variation von λE auf das Leistungsprofil für das fünfte bis sechste Jahr. Die
Sondenleistung und Kopftemperatur wurden gemittelt über den jeweiligen Tag.
Fazit praktisches Beispiel
Das benutzte Simulationsprogramm liefert die Ergebnisse, die dem typischen Betriebsverhalten einer erd-
gekoppelten Sondenanlage mit Wärmepumpe über einen Zeitraum von mehreren Jahren entsprechen.
Die Bohrungen wurden einer beispielhaften Anlage aus dem Stadtgebiet von Dresden nachgebildet. Die
Temperaturprofile im Erdreich können in gleicher Genauigkeit mit einem numerischen Programm oder
mit Hilfe der g-Funktionen berechnet werden. Der potenzielle, durch ungenaue Erfassung der Gesteins-
eigenschaften entstehende Fehler konnte abgebildet und abgeschätzt werden.
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5.2 Auswirkung auf die Jahresarbeitszahl
In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Modellierung der Erdreichsonde auf die vorhergesagte Effizi-
enz des Wärmepumpensystems vorgestellt.
Um eine Wärmepumpe zu Heizzwecken einzusetzen, muss sie an eine Wärmequelle mit einem ausrei-
chenden Temperaturniveau angeschlossen sein. Sehr häufig werden Erdreichsonden als Wärmequelle für
Wärmepumpensysteme verwendet. Sie haben auch einen großen Einfluss auf die Effizienz des Wär-
mepumpensystems. Der Linksprozess der Wärmepumpe nähert sich im idealen Fall dem umgekehrten
Carnot-Prozess, dessen Effizienz direkt von der Temperaturdifferenz zwischen der Wärmequelle und der
Wärmesenke abhängt. Bei der vorgegebenen oberen Temperatur, die zum Betrieb der Heizungsanlage
verlangt und über WP-Regelung erreicht wird, hängt sie vom Temperaturniveau der unteren Wärme-
quelle ab (siehe Abbildung 5.2.1):
βideal =
Toben
Toben − Tunten
Abb. 5.2.1: Linksgerichteter Carnot-Prozess [122].
Hier wird untersucht, wie sich die verschiedenen Annahmen über das Modell der Erdreichsonde auf das
Verhalten der Wärmepumpe und auf die Jahresarbeitszahl des gesamten Heizungssystems auswirken.
Aufbau des untersuchten Systems
Es wird ein Einfamilienhaus simuliert, das mit einem Wärmepumpensystem beheizt wird, dessen
Energie- bzw. Anergiequelle das Erdreich ist. Das Haus wurde im Niedrigenergiehausstandard nach
EnEV 04 [20] ausgeführt (flächenbezogener Jahresenergieverbrauch liegt unter 50 kWh/m2/a). Die Geo-
metrie des Hauses wurde in Abbildung 2.3.1 in Absatz 2 dargestellt. Das thermische Verhalten des
Hauses wird simuliert mit dem Type 56 von TRNSYS-TUD Gebäudesimulationsprogramm.
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Das Heizungssystem des Hauses besteht aus Heizkörpern, dem hydraulischen Verteilnetz und einer Wär-
mepumpe (B0/W35=6.9/1.6 kW nach [38]). Das Heizungsnetz wurde für das Temperaturniveau von
45/35/20 ◦C (Vorlauf-/Rücklauf- und /Innenraumtemperaturen im Normzustand) ausgelegt. Als nor-
mative Außenlufttemperatur wurde der Wert von -14 ◦C herangezogen. Alle Heizkörper im Heizungs-
system sind mit Thermostatregelventilen ausgestattet, deren Proportionalitätsbereich 2 K beträgt und
die bei der Außentemperatur von -14 ◦C kalibriert wurden. Das Heizungsnetz besteht aus Verteilleitun-
gen, einem zentralen, parallel angeordneten Heizwasserspeicher mit dem Volumen von 200 dm3 und den
Anbindungen an die Wärmepumpe. Das Betriebsverhalten des Heizungsnetzes und der Wärmepumpe
wurden mit dem Type 57 und Type 201 des Gebäudesimulationsprogrammes TRNSYS-TUD simuliert.
Die untere Wärmequelle der Wärmepumpe besteht aus einer Erdreichsonde, die auf verschiedene Art
und Weise simuliert wird. Die hydraulische Anbindung der Wärmepumpe, der Sonde und des Speichers
an das Verteilnetz wurden in Abbildung 2.3.2 in Kapitel 2 dargestellt.
Die Sonde ist eine doppelte U-Rohr Sonde mit einer Länge von 100 m. Der Bohrungsdurchmesser be-
trägt 0,11 m und die versenkten Kunststoffrohre besitzen Innen- und Außenradien von entsprechend
11,3 und 16,0 mm. Der Raum zwischen Rohren und Bohrungswänden wurde mit Betonit verfüllt. Die
Sonde wird mit verschiedenen Ansätzen modelliert, die in Tabelle 5.2.1 genannt werden. Das Berech-
nungsmodell nach Schema 3.0.2 in Kapitel 3 ist einfach genug, um eine Jahressimulation zu ermöglichen
und lässt auch die Variation mehrerer Teilmodelle zu. Diese Geschwindigkeit ist natürlich erkauft mit
vielen Vereinfachungen, die es hier noch einmal aufzuzählen gilt:
1. ein Erdreich ohne Feuchtetransport,
2. die feuchteabhängige Variation der Stoffeigenschaften wird nicht berücksichtigt,
3. eine eventuelle Grundwasserströmung wird nicht berücksichtigt,
4. in unmittelbarer Nähe der Sonde wird eine rein eindimensionale Wärmeleitung angenommen.
Um den reinen Einfluss der Modelle auf die Ergebnisse zu erfassen wurden auch die folgenden Annahmen
getroffen:
1. der geothermale Gradient wird nicht berücksichtigt, bzw. gleich null gesetzt,
2. der Erdreich wird als homogen angenommen, d. h. die Eigenschaften aller Schichten sind gleich,
3. die Witterungsverhältnisse aller Jahre sind gleich.
Damit werden die kleinsten möglichen Unterschiede zwischen den Modellannahmen ermittelt. Bei der
Anwendung realistischer Größen des geothermalen Gradients und der Erdreichschichtung, werden die
berechneten Unterschiede zwischen den Modellen nur größer.
195
Untersuchte Parametermatrix
Im Folgenden wird der Einfluss der folgenden Modellparameter auf das vorhergesagte Betriebsverhal-
ten eines Wärmepumpensystems untersucht:
1. Modell für das Langzeitverhalten der Sonde (adiabat, Eskilson- bzw. New 1-Modell)
2. Modell der Kopplung zwischen Sole und Erdreich (Huber- bzw. Dreiecksanordnung)
3. Gitternetzdichte (axial und radial)
Tabelle 5.2.1 zeigt eine Übersicht der durchgeführten Simulationen.
Tabelle 5.2.1: Berechnungsmatrix mit untersuchten Modellkombinationen.
Fall Langzeit- Kopplung
Nummer verhalten
adiabat Eskilson New 1 Huber ∆-Schaltung
1 X X
2 X X
3 X X
4 X X
5 X X
6 X X
Bewertungskriterien
Als Hauptkriterium für die Beurteilung der Heizungssysteme wurde die Jahresarbeitszahl des Hei-
zungssystems genommen. Dieser Wert hängt wiederum stark davon ab, wo die Grenzen des bilanzier-
ten Systems festgelegt sind. Im einfachsten Fall kann die Jahresarbeitszahl als die mittlere Effizienz
des Kompressors der Wärmepumpe über ihre Arbeitszeit berechnet werden. Diese Größe wird hier
innere Arbeitszahl genannt:
βi =
∫
a
Q˙Comp dτ∫
a
P˙Compdτ
Es werden auch die Energieaufwendungen zum Betrieb der anderen wichtigen Anlagenkomponenten, wie
z. B. Ventilator, Umwälzpumpe der Erdreichsonde, Umwälzpumpe des Speichers und die Regelungstech-
nik mitbilanziert, sodass man auf den Wert kommt, der hier äußere Arbeitszahl genannt wird:
βa =
∫
a
Q˙Comp dτ∫
a
(
P˙Comp + P˙Pump + P˙Hlp
)
dτ
Es werden auch die Wärmeverluste des Speichers in die Bilanz aufgnommen, wodurch ein Wert gewonnen
wird, der hier gesamte Arbeitszahl des Systems genannt wird:
βges =
∫
a
(
Q˙Comp − Q˙SP
)
dτ∫
a
(
P˙Comp + P˙Pump + P˙Hlp
)
dτ
Die Norm DIN EN 15450 [37] legt die Minimierung dieses Parameters als strategisches Ziel der Wärme-
pumpensystemsauslegung fest.
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Resultate und ihre Analyse
Im Folgenden werden die Ergebnisse für die Berechnungsmatrix aus Tabelle 5.2.1 vorgestellt.
Die Ergebnisse werden in Tabelle 5.2.2 als Jahresarbeitszahlen βi, βa und βges dargestellt.
Tabelle 5.2.2: Jahresarbeitszahlen nach drei Definitionen für die untersuchten Modellkombinationen.
Fall Modell βi βa βges
Nummer langzeit Kopplung
1 adiabat Huber 3,97 3,46 3,38
2 Eskilson Huber 4,17 3,63 3,54
3 New 1 Huber 4,21 3,66 3,57
4 adiabat ∆-Schaltung 3,62 3,17 3,09
5 Eskilson ∆-Schaltung 3,82 3,33 3,25
6 New 1 ∆-Schaltung 3,86 3,37 3,29
Die berechneten Jahresarbeitszahlen variieren sichtbar für verschiedene Kombinationen der Modelle und
können sich um 0,42 unterscheiden. Die Variation der Hinterfüllungsmodelle verursacht JAZ-Änderungen
von 0,29. Variation der äußeren Randbedingung, die mit g-Funktionen berechnet wird, verursacht JAZ-
Änderungen bis 0,20. Der neue Ansatz führt zu einer JAZ-Änderung von lediglich 0,04 im Vergleich zu
dem Ansatz von Eskilson. Solch eine starke Variation der Jahresarbeitszahl, die nur durch Unterschiede
in der Modellierung der Erdreichsonde zustande gekommen ist, zeigt deutlich, wie wichtig die „richtige“
Modellierung der Sonden ist. Es entsteht die Frage danach, welches Modell die Ergebnisse liefert, die
der Realität am nächsten sind.
Diese Frage kann nur durch Vergleich mit den Experimenten beantwortet werden. In [7] werden als
Durchschnittswerte für eine Reihe von Versuchsanlagen die äußeren Jahresarbeitszahlen angegeben. Für
die dort untersuchten Anlagen treten βa-Werte im Bereich von 3,30 bis 3,83 auf.
Die∆-Schaltung mit den hier gewählten Werten der charakteristischen Widerstände (hier Rb = 0, 1 m·KW )
liefert Werte, die vollständig außerhalb des „realistischen“ Bereichs liegen. Das Verfahren von Huber mit
der integrierten Bestimmung der Bohrlochwiderstände schneidet dagegen viel besser ab und liefert für
alle äußeren Randbedingungen Werte im Zielbereich. Die Wahl eines komplizierteren Verfahrens zur
Berechnung der Randtemperatur bringt die Jahresarbeitszahl des Falls 6 fast in den Zielbereich. Damit
kann eine schwache Bestätigung der Hypothese aus Abschnitt 3.5.5.6 abgeleitet werden, die postuliert,
dass die Verfeinerung und Weiterentwicklung der analytischen Modelle günstig für die Genauigkeit des
Gesamtmodells ist. Auch bei der Wahl der ungünstigsten Kombination der Randbedingungen ist der
Einfluss der genaueren analytischen Modelle auf die Ergebnisse festzustellen.
Kapitel 6
Zusammenfassung
Im Rahmen dieser Arbeit wurden nach einer kurzen Einführung in die Bauarten der geothermischen
Bohrlochsonden und die Energiequellen die in der Literatur vorgestellten Modelle der Erdsonden zu-
sammengeführt und miteinander verglichen. Das Gesamtmodell wird auf vier Teilmodelle abstrahiert:
1. Soleströmungsmodell,
2. Modell der Wärmeübertragung zwischen Sole und Rohrwand,
3. Modell zur Berechnung der Wärmeleitung in der Hinterfüllung und dem in unmittelbarer Nähe
der Sonde liegenden Erdreich,
4. Modell zur Bestimmung der Erdreich- bzw. Hinterfüllungstemperatur in Sondennähe unter Be-
rücksichtigung der Wärmeleitung in einem halb-unendlichen Medium.
Es wurden zwei Soleströmungsmodelle als geeignet befunden, die für die implizite Lösung des gesamten
gemeinsamen Gleichungssystems für alle Teilmodelle eingesetzt werden können. Die Eignung der Modelle
wurde durch Testrechnungen und Vergleich der Ergebnisse mit einer analytischen Lösung belegt (siehe
Abschnitt 3.1).
Zur Berechnung der Wärmeübertragung zwischen der Sole und der Rohrwand werden Gleichungen ein-
gesetzt, die durch eine Literaturrecherche gefunden wurden. Die Mehrheit von ihnen wurde für reines
Wasser mit seinen spezifischen Stoffeigenschaften entwickelt. Eine Beispielsrechnung mit den für So-
le typischen Stoffwerten erlaubte eine Verifizierung ihrer Eignung bei dieser Anwendung und führte
zur Wahl von drei Verfahren, die stetige und stets konsistente Ergebnisse geliefert haben (siehe Ab-
schnitt 3.2). Die Berücksichtigung bzw. Nichtberücksichtigung der Temperaturdifferenz zwischen der
Sole und der Rohrwand übt keinen gravierenden Einfluss aus. Die durch ihre Vernachlässigung entste-
henden Temperaturunterschiede sind um eine Größenordnung kleiner als die Abweichungen, die durch
die vereinfachenden Annahmen in den anderen Teilmodellen zustande kommen. Es können deswegen
die Stoffwerte und Wärmeübertragungskoeffizienten für die Temperaturen der Hauptsoleströmung stets
verwendet werden.
Die Wärmeleitung in der Hinterfüllung einer Sonde wurde in der Literatur ausführlich diskutiert. In
der vorliegenden Arbeit konnte deshalb nur eine Auswahl der bekannten Modelle abgebildet wurden.
Es wurden eine umfangreiche Übersicht der möglichen Lösungen und ein Vergleich der Verfahren zur
Bestimmung der charakteristischen Bohrlochwiderstände durchgeführt (siehe Abschnitt 3.3). Dadurch
konnten die Grenzen der zu erwartenden Bohrlochwiderstände identifiziert werden, ohne jedoch die
Bestätigung zu gewinnen, welche dieser Größen näher an der Realität liegt.
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Die vereinfachten Verfahren bilden zwar sehr exakt die Konfiguration des künstlichen Bohrlochs ab, für
die die Validierungswerte zugänglich sind, indem sie eine homogene Temperatur an der Bohrlochwand
annehmen, diese tritt aber im Allgemeinen nicht in der Wirklichkeit auf. Aus diesem Vergleich mit einem
messtechnisch erfassten Fall ergibt sich trotzdem ein ziemlich differenziertes Bild der Genauigkeit aller
untersuchten Verfahren. Für die kurze (bis 0,6 h) Zeit der Einwirkung des Wärmeimpulses auf die Sonde
schneiden das Verfahren von Huber [68], gekoppelt mit seiner Bohrlochschaltung und die Methode der
Multipole mit einer ∆-Schaltung am besten ab. Bei länger einwirkenden Wärmeimpulsen (bis 40 h) ist
die Methode von Huber [68] optimal, gefolgt von der Methode von Bauer [9]. Die Betriebsweise eines
Wärmepumpensystems entspricht mehr kurzen Zeiträumen und favorisiert die für diesen Zeitraum gül-
tigen Modelle. Die Tatsache, dass gerade diese Modelle einen in der Praxis nicht auftretenden Fall einer
homogenisierten Borhlochwandtemperatur gut abbilden, schränkt diesen Vorteil ein. Einen direkten Be-
weis für die Vorteilhaftigkeit des einen oder anderen Verfahren gibt es nicht.
In diesem Kontext liefert eine Zerlegung der Hinterfüllung und des umgebenden Erdreichs in finite Ele-
mente und ihre anschließende numerische Berechnung die besten Ergebnisse, die aber mit dem höchsten
zeitlichen und rechnerischen Aufwand unter allen Modellen erkauft werden. Als ein Werkzeug zur Vor-
hersage des energetischen Erdsondenverhaltens über den Zeitraum von einer oder mehreren Heizperioden
ist dieses Verfahren nicht geeignet.
Die Berechnung der Temperatur eines halb-unendlichen Erdreichs im Zusammenhang mit der Erdwär-
mesondenmodellierung hat eine lange Entwicklung hinter sich, deren Hauptergebnisse kurz vorgestellt,
diskutiert und soweit möglich, miteinander verglichen wurden (siehe Abschcnitt 3.5). Es wurden auch
eigene neue Ansätze für die analytische Berechnung der Temperatur des Erdreichs entwickelt und vorge-
stellt, die eine Weiterentwicklung auf diesem Gebiet darstellen (siehe Abschnitt 4). Diese Erweiterungen
erlauben die in den bisher bekannten Modellen fehlende Berücksichtigung der differenziert verteilten
Wärmeabgabe bzw. -entzugs der Wärme aus unterschiedlichen Rohrabschnitten der Erdwärmesonde.
Sie machen auch die Hoffnung, den Einfluss der unterschiedlichen Stoffeigenschaften der Erdreichschich-
ten auf die Wärmeabgabe der Sonde und die Wärmeleitung im Erdreich genauer zu berücksichtigen.
Eine weitere Entwicklung, die sich an dieser Stelle anbietet, ist die Anwendung der dabei benutzten
Methodik auf Fälle mit Grundwasserströmung und auf die Berechnung der Sondenfelder. Damit kön-
nen die genaueren analytischen Modelle erwartet werden, die die Nutzung der Hinterfüllungsmodelle
und -schaltungen überflüssig machen. Dies wird erreicht durch Kopplung des Strömungsmodells und des
Modells der Wärmeübetragung zwischen Sole und Rohrwand mit einem analytischen Modell der Hinter-
füllung und halb-unendlichen Erdreichs. Solche Modelle müssen die Besonderheiten des Bohrlochaufbaus
berücksichtigen können und dadurch die Berechnung der Außenrohrtemperaturen aller Sondenrohre in
Abhängigkeit von den Wärmeentzügen aus den einzelnen Strängen und den benachbarten Sonden ermög-
lichen. Zurzeit ist es nicht klar, ob solche Lösungen, die aufgrund der bekannten g-Funktionen erstellt
werden, tatsächlich analytisch lösbar sind. Die Analyse der aus den Messdaten gewonnenen g-Funktionen
lässt zweifeln, ob solche g-Funktionen imstande sind, die Erdreichtemperaturen nahe der Sonde in dem
für das Wärmepumpensystem charakteristischen, stark intermittierenden Betrieb ausreichend präzise
abzubilden.
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Die in dieser Arbeit beschriebenen Modelle wurden zu einem lauffähigen Programm zusammengeführt,
das gegen die verfügbaren Daten aus der Literatur validiert wurde (siehe Abschnitte 3.4.3 und 3.5). In
Abschnitt 5.1 wird das Betriebsverhalten eines an die Erdwärmesonde angekoppelten Wärmepumpen-
systems anhand eines praktischen Beispiels gezeigt. Für mehrere Betriebszeiträume wird der typische
Wärmeentzugsverlauf durch ein numerisches Simulationsmodell abgebildet. Diese Ergebnisse werden
mit den durch die eigenen Modellansätze gewonnenen Werte an den einzelnen Berechnungsknoten mit-
einander verglichen. Daran erkennt man, dass die eigens entwickelten Lösungsansätze eine verbesserte
Abbildung der Temperaturprofile im Erdreich ermöglichen, die zu einem geänderten Betriebsverhalten
führen. Die Ergebnisse bilden das Wärmepumpensystem mit einer angeschlossenen Erdreichsonde plau-
sibel ab.
Desweiteren konnten in Abschnitt 5.2 die Auswirkungen der unterschiedlichen Modelle auf die Vor-
hersage der Jahresarbeitszahl eines Wärmepumpensystems mit verschiedenen Modellen ermittelt und
verglichen werden. Eine direkte Validierung war wegen Mangels von Messdaten nicht möglich. Es konnte
ein Vergleich mit den Ergebnissen einer Feldstudie vorgenommen werden. Die kleinen Unterschiede in
dem Verhalten der Modelle führen zu merkbaren Unterschieden in den mittleren Arbeitsbedingungen
eines Wärmepumpensystems. Dieser mittlere Arbeitspunkt hängt im Wesentlichen von dem Dauer eines
Schaltzyklus der Erdsonde und von dem Einfluss längerer Entzugsperioden einer Sonde ab.
Weiterhin gilt zu berücksichtigen, dass die Variation der Stoffeigenschaften des Gesteins aufgrund der
beschränkten Erfassung dieser Daten in der Praxis zu einer großen Unsicherheit führt. Die Temperatur-
abweichungen, die durch die Variation der Gesteinseigenschaften auftreten können, sind im Allgemeinen
größer als die Gewinne in der Genauigkeit, die durch die hier vorgestellten Modelle zustande kommen.
Daraus folgt, dass die Modelle nicht fähig sind, das Betriebsverhalten einer beliebigen Sonde aufgrund
der wenigen bekannten Daten exakt vorherzusagen. Insgesamt erlauben sie aber eine qualitativ richti-
ge Abbildung des thermischen Verhaltens und der Betriebsweise eines Wärmepumpesystems mit einer
Erdwärmesonde.
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Anhang A
Ableitung der Bohrlochwiderstände
Dieser Anhang enthält die Ableitung der charakteristischen Bohrlochwiderstände nach der Methode von
Hellström für:
· einfache U-Sonde,
· doppelte U-Sonde.
Die Methode von Hellström basiert auf den stationären thermischen Widerständen, die von Bennet et
al. [17] mit der Methode der Multipole abgeleitet worden sind:
Ri,i = 12·π·λF ·
{
αRi + ln
(
rb
r0
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b−r2i
)}
+ 12·π·λE ·
{
ln
(
rc
rb
)
+Rc
}
Ri,j = 12·π·λF ·
{
ln
(
rb
ri,j
)
+ σ · ln
(
r2b
|r2b−zj·z¯i|
)}
+ 12·π·λE ·
{
ln
(
rc
rb
)
+Rc
}
; i ̸= j
σ = λF−λEλF+λE
ri = (xi; yi) – kartesische Koordinaten des i-ten Rohres
ri,j =
√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 – Abstand zwischen den Achsen der Sondenrohre
zi = xi + i · yi – Koordinaten des i-ten Rohres in der komplexen Ebene
z¯i = xi − i · yi – komplexes Komplement der Koordinaten des i-ten Rohres
αRi = 12·π·λR · ln
(
r0
r0,i
)
– Widerstand der Rohrwand
Rc = 0 – Übergangswiderstand des äußersten Rohres
Diese thermischen Widerstände nach Bennet et al. sind in Abbildung 3.3.9 für eine einfache und doppelte
U-Sonde graphisch dargestellt worden. In dieser Methode wird ein unendlich großer Zylinder mit dem
Radius rc und dem thermischen Widerstand Rc vorausgesetzt, dar das Erdreich und die Sonde samt
ihrer Füllung beinhaltet.
Einfache U-Sonde
Für eine einfache U-Sonde wurden die Borhlochwiderstände ausführlich in der Arbeit von Hellström
[59] abgeleitet (Absatz 8.2.2, S. 77-79). Die hier angeführten Formeln stellen eine Wiederholung der dort
zu findenden Ausführungen dar.
Es können zwei Gleichungssysteme aufgebaut werden, die die Wärmeübertragung in Bohrloch beschrei-
ben. Eine basiert auf dem Ohmschen Gesetz:
q1 = tf1−tbR∆11 +
tf1−tf2
R∆12
q2 = tf2−tf1R∆21 +
tf2−tb
R∆22
(A.0.1)
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Die andere wird angegeben von Bennet et al. [17] (S. 19, Gl. 8.5-8.7) und wurde explizit wiederholt in
einer lesbareren Form von Hellström [59] (S. 77, Gl. 8.10):
tf1 − tb = R11 · q1 +R12 · q2
tf2 − tb = R21 · q1 +R22 · q2
Aus dem letzten Gleichungssystem folgt:{
q1
q2
}
=
[
R11 R12
R21 R22
]−1
·
{
tf1 − tb
tf2 − tb
}
= 1R11 · R22 − R212
·
[
R22 −R12
−R12 R11
]
·
{
tf1 − tb
tf2 − tb
}
Aus der weiteren Umformung und Vergleich mit der Gleichung A.0.1 folgt:
q1 = R22−R12R11·R22−R212 · (tf1 − tb) +
R12
R11·R22−R212 · (tf1 − tf2) =
tf1−tb
R∆11
+ tf1−tf2R∆12
q2 = R11−R12R11·R22−R212 · (tf2 − tb) +
R12
R11·R22−R212 · (tf2 − tf1) =
tf2−tf1
R∆21
+ tf2−tbR∆22
Damit können die thermischen Widerstände R∆11, R∆22 und R∆12 bestimmt werden als:
R∆11 =
R11·R22−R212
R22−R12
R∆22 =
R11·R22−R212
R11−R12
R∆12 =
R11·R22−R212
R12
Durch das Einsetzen von Sondenrohrkoordinaten mit (x1; y1) = (−rD; 0) und (x2; y2) = (+rD; 0) in die
Gleichungen 3.3.23 gewinnt man:
R11 = 12·π·λF ·
{
αR1 + ln
(
rb
r0
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b−r2D
)}
+ 12·π·λE ·
{
ln
(
rc
rb
)
+Rc
}
+Rrp
R22 = 12·π·λF ·
{
αR2 + ln
(
rb
r0
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b−r2D
)}
+ 12·π·λE ·
{
ln
(
rc
rb
)
+Rc
}
R12 = 12·π·λF ·
{
ln
(
rb
2·rD
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b+r
2
D
)}
+ 12·π·λE ·
{
ln
(
rc
rb
)
+Rc
}
Bei der Annahme voller Symmetrie der Sondengeometrie:
αR1 = 0 ; αR2 = 0 ; Rc = 0
Rrc = 12·π·λE ·
{
ln
(
rc
rb
)
+Rc
}
Rrp = 12·π·r0,i·α +
1
2·π·λR · ln
(
r0,a
r0,i
)
können diese Formeln auf die Stoffwerte bezogen:
R11 = 12·π·λF ·
{
ln
(
rb
r0
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b−r2D
)}
+Rrc
R22 = R11
R12 = 12·π·λF ·
{
ln
(
rb
2·rD
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b+r
2
D
)}
+Rrc
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und deutlich vereinfacht werden (siehe auch [59] S. 83, Gl. 8.36):
R∆11 =
R11·R11−R212
R11−R12 = R11 +R12 =
= 12·π·λF ·
{
ln
(
r2b
2·r0·rD
)
+ σ · ln
(
r4b
r4b−r4D
)}
+ 2 · Rrc
R∆22 = R∆11
R∆12 =
R11·R11−R212
R12 =
R211−R212
R12 =
=
1
2·π·λF ·
[
ln
( 2·rD
r0
)
+σ·ln
(
r2b+r
2
D
r2b−r
2
D
)]
·
{
1
2·π·λF ·
[
ln
( 2·rD
r0
)
+σ·ln
(
r2b+r
2
D
r2b−r
2
D
)]
+Rrc
}
1
2·π·λF ·
{
ln
( rb
2·rD
)
+σ·ln
(
r2b
r2b−r
2
D
)}
+Rrc
Die charakteristischen thermischen Widerstände Ra und Rb können unter Nutzung dieser Definitionen
ausgedrückt werden als (siehe auch [59] S. 83, Gl. 8.37):
Ra =
(R∆11+R∆22)·R∆12
R∆11+R∆22+R∆12
= 2·R
∆
11·R∆12
2·R∆11+R∆12
= 2 · (R11 − R12) =
= 1π·λF ·
{
ln
(
2·rD
r0
)
+ σ · ln
(
r2b+r
2
D
r2b−r2D
)}
Rb = R
∆
11·R∆22
R∆11+R∆22
= R
∆
11
2 =
= 14·π·λF ·
{
ln
(
rb
r0
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b−r2D
)}
+ Rrc2
Der Wert von Ra unterscheidet sich von dem nach Hellström um 2 · Rrc. An einer weiteren Stelle in seiner
Arbeit ([59], S. 147, Gl. 9.149) gibt Hellström eine noch andere Formel für den inneren Widerstand einer
einfachen Sonde an, die eine deutlich andere Form besitzt. Dies ist auf die in der Arbeit von Hellström
verwendeten Annahmen zurückzuführen.
Doppelte U-Sonde
Die Bohrlochwiderstände für eine doppelte U-Sonde sind angegeben in einzelnen Literaturstellen (z. B.
in Huber [64] S. 44), es fehlt jedoch die Übersicht über die verwendeten Vereinfachungen und möglichen
Konfigurationen. Die Formeln werden abgeleitet analog zu denen für eine einfache U-Sonde.
Aus dem Ohmschen Gesetz folgt:
q1 = tf1−tbR∆11 +
tf1−tf2
R∆12
+ tf1−tf3R∆13 +
tf1−tf4
R∆14
q2 = tf2−tf1R∆21 +
tf2−tb
R∆22
+ tf2−tf3R∆23 +
tf2−tf4
R∆24
q3 = tf3−tf1R∆31 +
tf3−tf2
R∆32
+ tf3−tbR∆33 +
tf3−tf4
R∆34
q4 = tf4−tf1R∆41 +
tf4−tf2
R∆42
+ tf4−tf3R∆43 +
tf4−tb
R∆44
(A.0.2)
Aus der Multipol-Gleichung von Bennet et al. folgt:
tf1 − tb = R11 · q1 +R12 · q2 +R13 · q3 +R14 · q4
tf2 − tb = R21 · q1 +R22 · q2 +R23 · q3 +R24 · q4
tf3 − tb = R31 · q1 +R32 · q2 +R33 · q3 +R34 · q4
tf3 − tb = R41 · q1 +R42 · q2 +R43 · q3 +R44 · q4
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Aus dem letzten Gleichungssystem folgt:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q1
q2
q3
q4
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =
⎡⎢⎢⎣
R11 R12 R13 R14
R21 R22 R23 R24
R31 R32 R33 R34
R41 R42 R43 R44
⎤⎥⎥⎦
−1
·
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
tf1 − tb
tf2 − tb
tf3 − tb
tf4 − tb
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
unter Annahme der vollen Symmetrie der Sonde:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
q1
q2
q3
q4
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =
⎡⎢⎢⎣
Ar −Cr Br −Cr
−Cr Ar −Cr Br
Br −Cr Ar −Cr
−Cr Br −Cr Ar
⎤⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
tf1 − tb
tf2 − tb
tf3 − tb
tf4 − tb
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
wobei:
Ar = R11·(R11+R13)−2·R
2
12
(R11−R13)·[(R11+R13)2−4·R212]
Br = 2·R12−R13·(R11+R13)(R11−R13)·[(R11+R13)2−4·R212]
Cr = R12[(R11+R13)2−4·R212]
Aus dem Vergleich mit der Gleichung A.0.2 folgt:
R∆11 =
(R11 − R13) ·
[
(R11 +R13)2 − 4 · R212
]
R11 · (R11 +R13)− 2 · R212
(A.0.3)
R∆12 =
[
4 · R212 − (R11 +R13)2
]
R12
(A.0.4)
R∆13 =
(R11 − R13) ·
[
(R11 +R13)2 − 4 · R212
]
2 · R212 − R13 · (R11 +R13)
(A.0.5)
R∆11 = R∆22 = R∆33 = R∆44
R∆12 = R∆23 = R∆34 = R∆14
R∆13 = R∆24
Durch das Einsetzen von Sondenrohrkoordinaten mit (x1; y1) = (rD; 0), (x2; y2) = (0; rD),
(x3; y3) = (−rD; 0) und (x4; y4) = (0;−rD) in die Gleichungen 3.3.23 gewinnt man:
R11 = 12·π·λF ·
{
αR1 + ln
(
rb
r0
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b−r2D
)}
+Rrc
R12 = 12·π·λF ·
{
ln
(
rb√
2·rD
)
+ σ · ln
(
r2b√
r4b+r
4
D
)}
+Rrc
R13 = 12·π·λF ·
{
ln
(
rb
2·rD
)
+ σ · ln
(
r2b
r2b+r
2
D
)}
+Rrc
Rrc = 12·π·λE ·
{
ln
(
rc
rb
)
+Rc
}
Das weitere Einsetzen liefert leider keine vereinfachte Version und wird deswegen aufgegeben.
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Die charakteristischen Widerstände der Sonde können wie folgt definiert werden: der Bohrlochwiderstand
Rb:
Rb = 11
R∆11
+ 1
R∆22
+ 1
R∆33
+ 1
R∆44
= 4R∆11
= R11·(R11+R13)−2·R
2
12
(R11−R13)·[(R11+R13)2−4·R212]
Der innere Widerstand Ra hängt davon ab, ob die nach unten und nach oben führenden Sondenrohre
benachbart bzw. nicht benachbart sind (siehe Abbildung A.0.1).
Abb. A.0.1: Doppelte U-Sonde mit benachbarten Strängen (tf1 = tf2, tf3 = tf4 links) und mit abwechselnd
angeordneten Strängen (tf1 = tf3, tf2 = tf4 rechts).
Bei den benachbarten Strängen mit derselben Temperatur ergibt sich der innere Widerstand der Sonde
als:
Ra = 11
R∆13
+ 1
R∆24
+ 1
R∆23
+ 1
R∆14
+ 11
R∆11
+ 1
R∆22
+ 11
R∆33
+ 1
R∆44
= R
∆
11·R∆12·R∆13
R∆12·R∆13+2·R∆11·R∆12+2·R∆11·R∆13
=
= (R11−R13)·[(R11+R13)
2−4·R212]
(R11−R13)·(R11−2·R13)+2·R212−2·R12·(R11−R13)
Bei den abwechselnd angeordneten Strängen ergibt sich der innere Widerstand der Sonde als:
Ra = 11
R∆12
+ 1
R∆23
+ 1
R∆34
+ 1
R∆14
+ 11
R∆11
+ 1
R∆33
+ 11
R∆22
+ 1
R∆44
= R
∆
11·R∆12
R∆12+4·R∆11
=
= (R11−R13)·[(R11+R13)
2−4·R212]
R11·(R11+R13)−2·R212+4·R12(R11−R13)
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Anhang B
Ableitung der Funktionen für
Randbedingungen
Man kann annehmen, dass die Wärmeabgabe in der Zeit durch eine stückweise konstante Funktion wie
in Abbildung 3.5.2 beschrieben werden kann und dass sie entlang der Sonde auch stückweise konstant
verläuft:
q˙(τ)
ϱ · cp =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
c1 für τ ∈ (τ ′0, τ ′1)
c2 für τ ∈ (τ ′1, τ ′2)
...
...
ck für τ ∈
(
τ ′k, τ
′
k+1
)
...
...
cn für τ ∈
(
τ ′n−1, τ
′
n
)
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
in m
3 ·K
s (B.0.1)
Durch Integration der Grundlösung für eine gespiegelte Punktquelle (siehe Gl. 3.5.2) entlang der gesam-
ten Sondenlänge gewinnt man:
t− t∞ = 1
8·(a·π) 32
·
Hm∫
H0
{
τ ′1∫
0
c1
(τ ′n−τ)
3
2
[
exp
(
− r
2
Q
4·a·(τ ′n−τ)
)
− exp
(
− r2S4·a·(τ ′n−τ)
)]
dτ
+
n−1∑
k=2
⎡⎣ τ ′k∫
τ ′k−1
ck
(τ ′n−τ)
3
2
⟨
exp
(
− r
2
Q
4·a·(τ ′n−τ)
)
− exp
(
− r2S4·a·(τ ′n−τ)
)⟩
dτ
⎤⎦
+
τ ′n∫
τ ′n−1
cn
(τ ′n−τ)
3
2
[
exp
(
− r
2
Q
4·a·(τ ′n−τ)
)
− exp
(
− r2S4·a·(τ ′n−τ)
)]
dτ
⎫⎬⎭dz′
= 1
8·(a·π) 32
·
Hm∫
H0
{
c1 ·
τ ′1∫
0
1
(τ ′n−τ)
3
2
[
exp
(
− r
2
Q
4·a·(τ ′n−τ)
)
− exp
(
− r2S4·a·(τ ′n−τ)
)]
dτ
+
n−1∑
k=2
⎡⎣ck · t′k∫
t′k−1
1
(τ ′n−τ)
3
2
⟨
exp
(
− r
2
Q
4·a·(τ ′n−τ)
)
− exp
(
− r2S4·a·(τ ′n−τ)
)⟩
dτ
⎤⎦
+cn ·
τ ′n∫
τ ′n−1
1
(τ ′n−τ)
3
2
[
exp
(
− r
2
Q
4·a·(τ ′n−τ)
)
− exp
(
− r2S4·a·(τ ′n−τ)
)]
dτ
⎫⎬⎭dz′
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Durch Substitution von
u = rQ√
4·a·(τ ′n−τ)
, τ = τ ′n − r
2
Q
4·a·u2 , du =
rQ·dτ
4·a 12 ·(τ ′n−τ)
3
2
, dτ = 4·a
1
2 ·(τ ′n−τ)
3
2
rQ · du und
v = rS√
4·a·(τ ′n−τ)
, τ = τ ′n − r
2
S
4·a·v2 , dv =
rS·dτ
4·a 12 ·(τ ′n−τ)
3
2
, dτ = 4·a
1
2 ·(τ ′n−τ)
3
2
r2 · dv
ge-
winnt man:
u (τ = 0) = rQ√
4·a·τ ′n
, u (τ = τ ′k) =
rQ√
4·a·(τ ′n−τ ′k)
, u (τ = τ ′n) =∞
v (τ = 0) = rS√
4·a·τ ′n
, v (τ = τ ′k) = rS√4·a·(τ ′n−τ ′k) , v (τ = τ ′n) =∞
t− t∞ = 4·a
1
2
8·(a·π) 32
·
Hm∫
H0
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩c1
⎡⎢⎢⎣
rQ√
4·a·(τ′n−τ′1)∫
rQ√
4·a·τ′n
(τ ′n−τ)
3
2
(τ ′n−τ)
3
2
· e−u
2
rQ du−
rS√
4·a·(τ′n−τ′1)∫
rS√
4·a·τ′n
(τ ′n−τ)
3
2
(τ ′n−τ)
3
2
· e−v
2
rS dv
⎤⎥⎥⎦
+
n−1∑
k=2
⎡⎢⎢⎢⎣ck
⟨ rQ√
4·a·(τ′n−τ′k)∫
rQ√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
(τ ′n−τ)
3
2
(τ ′n−τ)
3
2
· e−u
2
rQ du−
rS√
4·a·(τ′n−τ′k)∫
rS√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
(τ ′n−τ)
3
2
(τ ′n−τ)
3
2
· e−v
2
rS dv
⟩⎤⎥⎥⎥⎦
+cn
⎡⎢⎢⎢⎣ ∞∫rQ√
4·a·(τ′n−τ′n−1)
(τ ′n−τ)
3
2
(τ ′n−τ)
3
2
· e−u
2
rQ du−
∞∫
rS√
4·a·(τ′n−τ′n−1)
(τ ′n−τ)
3
2
(τ ′n−τ)
3
2
· e−v
2
rS dv
⎤⎥⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭dz
′
= 14·a·π ·
Hm∫
H0
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩c0 ·
2√
π
⎡⎢⎢⎢⎣ ∞∫rQ√
4·a·τ′n
e−u
2
rQ du−
∞∫
rQ√
4·a·(τ′n−τ′1)
e−u
2
rQ du−
∞∫
rS√
4·a·τ′n
e−v
2
rS dv +
∞∫
rS√
4·a·(τ′n−τ′1)
e−v
2
rS dv
⎤⎥⎥⎥⎦
+
n−1∑
k=2
⎡⎢⎢⎢⎣ck · 2√π
⟨
∞∫
rQ√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
e−u
2
rQ du−
∞∫
rQ√
4·a·(τ′n−τ′k)
e−u
2
rQ du
−
∞∫
rS√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
e−v
2
rS dv +
∞∫
rS√
4·a·(τ′n−τ′k)
e−v
2
rS dv
⟩⎤⎥⎥⎦
+cn
⎡⎢⎢⎢⎣ 2rQ·√π ∞∫rQ√
4·a·(τ′n−τ′n−1)
e−u2 du− 2rS·√π
∞∫
rS√
4·a·(τ′n−τ′n−1)
e−v2 dv
⎤⎥⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭dz
′
Aus der Definition der Error-Funktion
(
erf (x) = 2√
π
·
∞∫
x
e−u2 du
)
folgt:
t− t∞ = 14·a·π ·
Hm∫
H0
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩c1 ·
⎡⎢⎢⎣ erfc
(
rQ√
4·a·τ′n
)
rQ −
erfc
(
rQ√
4·a·(τ′n−τ′1)
)
rQ −
erfc
(
rS√
4·a·τ′n
)
rS +
erfc
(
rS√
4·a·(τ′n−τ′1)
)
rS
⎤⎥⎥⎦ +
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+
n−1∑
k=2
⎡⎢⎢⎣ck ·
⟨ erfc( rQ√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
)
rQ −
erfc
(
rQ√
4·a·(τ′n−τ′k)
)
rQ
−
erfc
(
rS√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
)
rS +
erfc
(
rS√
4·a·(τ′n−τ′k)
)
rS
⟩⎤⎥⎥⎦
+cn
⎡⎢⎢⎣ erfc
(
rQ√
4·a·(τ′n−τ′n−1)
)
rQ −
erfc
(
rS√
4·a·(τ′n−τ′n−1)
)
rS
⎤⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭dz′
Dieser Ausdruck lässt sich umformen, sodass:
t− t∞ = 14·a·π ·
Hm∫
H0
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎡⎢⎢⎣erfc
(
rQ√
4·a·τ′n
)
rQ −
erfc
(
rS√
4·a·τ′n
)
rS
⎤⎥⎥⎦ · c1+
+
⎡⎢⎢⎣erfc
(
rQ√
4·a·(τ′n−τ′1)
)
rQ −
erfc
(
rS√
4·a·(τ′n−τ′1)
)
rS
⎤⎥⎥⎦ · (c2 − c1) + . . .
+
⎡⎢⎢⎣erfc
(
rQ√
4·a·(τ′n−τ′1)
)
rQ −
erfc
(
rS√
4·a·(τ′n−τ′1)
)
rS
⎤⎥⎥⎦ · (cn − cn−1)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭dz′
Durch Einführung einer leeren, fiktiven Variablen c0 = 0 und Annahme τ ′0 = 0 gewinnt man:
t− t∞ = 12·π·λ · ϱ·cp2 ·
Hm∫
H0
n∑
k=1
⎡⎢⎢⎣(ck − ck−1) ·
⎛⎜⎜⎝erfc
(
rQ√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
)
rQ −
erfc
(
rS√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
)
rS
⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎦dz′
Diese Temperaturverteilung in einem beliebigen Punkt (x, y, z) = (rSM, z) wird mithilfe der zylindrischen
Koordinaten ausgedrückt, wobei der Ursprung des Koordinatensystems sich im Schnittpunkt der Son-
denachse mit der Erdoberfläche befindet (x′, y′, z′). Daraus kann der Mittelwert der Erdtemperatur über
einen Abschnitt der Sonde abgeleitet werden.
Als Beispiel kann die mittlere Temperatur über dem i-ten Abschnitt der Sonde, der sich von der Tiefe
z = Hi−1 bis zu der Tiefe z = Hi erstreckt, gebildet werden:
tAVG,i = t∞ + 1Hi−Hi−1 ·
Hi∫
Hi−1
t dz
= · 1Hi−Hi−1 ·
Hi∫
Hi−1
{ 1
2·π·λ ·
Hm∫
H0
n∑
k=1
⎡⎢⎢⎣ q˙k−q˙k−12 ·
⎛⎜⎜⎝erfc
(
rQ√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
)
rQ −
erfc
(
rS√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
)
rS
⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎦dz′
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dz
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Diese Formel ist korrekt, wenn die Wärmeentnahme der Sonde konstant über ihre Länge ist. In Wirk-
lichkeit ist der Wärmeentzug eine temperaturabhängige Größe. Er kann analytisch erfasst oder durch
eine geeignete Funktion approximiert werden. Hier wird diese Funktion mit Konstanten approximiert,
d. h. es wird angenommen, dass der Wärmeentzug eines Sondensegments j im Zeitschritt k mit aus-
reichender Genauigkeit als eine Konstante q˙k,j abgebildet werden kann. Für verschiedene Segmente j
können verschiedene Werte des Wärmeentzugs simuliert werden. Das bedeutet, dass das Integral über
die gesamte Sondenlänge als Summe der Integrale über alle Sondenabschnitte dargestellt werden muss:
tAVG,i = t∞ + 1Hi−Hi−1 ·
Hi∫
Hi−1
{
1
2·π·λ ·
m∑
j=1
Hj∫
Hj−1
n∑
k=1⎡⎢⎢⎣ q˙k−q˙k−12 ·
⎛⎜⎜⎝erfc
(
rQ√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
)
rQ −
erfc
(
rS√
4·a·(τ′n−τ′k−1)
)
rS
⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎦dz′
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭dz
Es wird angenommen, dass das Integral der Summen gleich der Summe der Integrale ist. Daraus folgt:
tAVG,i = t∞ +
1
2 · π · λ ·
n∑
k=1
m∑
j=1
[
(q˙k,j − q˙k−1,j) · gNew 1 (i,j)
(
rSM, τ ′n − τ ′k−1
)]
(B.0.2)
wobei:
gKo (i,j) (rSM,∆τ) = 12 · 1Hi−Hi−1 ·
Hi∫
Hi−1
Hj∫
Hj−1
(erfc( rQ√
4·a·∆τ
)
rQ −
erfc
( rS√
4·a·∆τ
)
rS
)
dz′dz
rQ =
√
r2SM + (z− z′)2
rS =
√
r2SM + (z + z′)
2
(B.0.3)
was der Konvention der g-Funktionen entspricht.
Es ist bequemer, die g-Funktion so umzuformen, dass ihre Integrale von 0 bis 1 laufen, da viele Integra-
tionsformeln für diesen Bereich definiert sind. Durch Substitution von:
ξL = z
′−Hi−1
Hi−Hi−1 ; dξL =
dz′
Hi−Hi−1 ; z
′ = ξL · (Hi −Hi−1) + Hi−1
ηL = z−Hj−1Hj−Hj−1 ; dηL =
dz
Hj−Hj−1 ; z = ηL · (Hj −Hj−1) + Hj−1
βL = rSMHm−H0 ; dβL =
drSM
Hm−H0 ; rSM = βL · (Hm −H0)
gewinnt man:
rQ =
√
β2L · (Hm −H0)2 + (ηL · (Hj −Hj−1) + Hj−1 − ξL · (Hi −Hi−1)−Hi−1)2
rS =
√
β2L · (Hm −H0)2 + (ηL · (Hj −Hj−1) + Hj−1 + ξL · (Hi −Hi−1) + Hi−1)2
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Jetzt sind zwei Substitutionen möglich:
1. bei Unterteilung der Sonde in Segmente unterschiedlicher Länge kann man die Anfangs- und
Endtiefe jedes Sondensegments mithilfe einer Konstanten und Anfangs- und Endtiefe der ganzen
Sonde ausdrücken:
Hi−1 = ai · (Hm −H0) + H0
Hi = bi · (Hm −H0) + H0
Hj−1 = aj · (Hm −H0) + H0
Hj = bj · (Hm −H0) + H0
z′ = ξL · (Hi −Hi−1) + Hi−1
z = ηL · (Hj −Hj−1) + Hj−1
H0 = a0 · (Hm −H0)
dadurch gewinnt man:
βL = rSMHm−H0 =
rSM
m·∆H
rQ = (Hm −H0) ·
√
β2L + [ηL · (bj− aj)− ξL · (bi− ai) + aj− ai]2
= (Hm −H0) · r˜−
rS = (Hm −H0) ·
√
β2L + [ηL · (bj− aj) + ξL · (bi− ai) + aj + ai + 2 · a0]2
= (Hm −H0) · r˜+
gKo (i,j) (rSM,∆τ) = bj−aj2 ·
1∫
0
1∫
0
⎡⎣erfc( (Hm−H0)·˜r−√4·a·∆τ )
r˜− −
erfc
(
(Hm−H0)·˜r+√
4·a·∆τ
)
r˜+
⎤⎦ dηL dξL
2. man kann die Sonde in m equidistante Segmente der Länge ∆H unterteilen, sodass:
∆H = Hj −Hj−1 = Hi −Hi−1
Hm −H0 = m ·∆H
Hi−1 = ai ·∆H+H0
Hj−1 = aj ·∆H+H0
H0 = a0 ·∆H
und gewinnt dadurch:
βL = rSMHm−H0 =
rSM
m·∆H
rQ = ∆H ·
√
m2 · β2L + [ηL − ξL + aj− ai]2
= ∆H · r˜−
rS = ∆H ·
√
m2 · β2L + [ηL + ξL + aj + ai + 2 · a0]2
= ∆H · r˜+
gKo (i,j) (rSM,∆τ) = 12 ·
1∫
0
1∫
0
[erfc( ∆H·˜r−√
4·a·∆τ
)
r˜− −
erfc
(
∆H·˜r+√
4·a·∆τ
)
r˜+
]
dηL dξL
Mit Annahmen von:
H0 = 0 keine Dämmung oben,
a0 = 0 folgt aus oberer Annahme,
q˙k,j = q˙ konstante Wärmeabgabe entlang der Sonde,
m = 1 keine Teilung – daraus folgt:
ai = 0
aj = 0
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werden die neuen g-Funktionen gleich der g-Funktion von Eskilson:
gEs (rSM,∆τ) = 12 ·
1∫
0
1∫
0
⎡⎣erfc( Hm ·˜r−√4·a·∆τ)
r˜− −
erfc
(
Hm ·˜r+√
4·a·∆τ
)
r˜+
⎤⎦ dηL dξL
r˜− =
√
β2L + (ηL − ξL)2
r˜+ =
√
β2L + (ηL + ξL)
2
βL = rSMHm
Die neuen g-Funktionen sind praktisch die Wichtungsfaktoren, die den gegenseitigen Einfluss der Son-
densegmente beschreiben. Sie summieren sich zum Wert eins:
m∑
i=1
m∑
j=1
[
Hi−1 −Hi
Hm −H0 ·
gNew 1 (i,j) (rSM,∆τ)
gEs (rSM,∆τ)
]
= 1
Beispielhafte Tabellen solcher Quotienten für eine äquidistante Segmentierung der Sonde im einge-
schwungenen Zustand (stationäres Verhalten) werden im Folgenden vorgestellt.
Tabelle B.0.1: Die Quotienten für eingeschwungenen Zustand (stationäres Verhalten) einer Sonde, die
in zwei gleiche Segmente unterteilt wurde.
Hi−1−Hi
Hm−H0 ·
gNew 1 (i,j)(rSM,∆τ)
gEs(rSM,∆τ) i
j 1 2
1 0,4467257 0,03319595
2 0,03319595 0,4868823
Tabelle B.0.2: Die Quotienten für eingeschwungenen Zustand (stationäres Verhalten) einer Sonde, die
in vier gleiche Segmente unterteilt wurde.
Hi−1−Hi
Hm−H0 ·
gNew 1 (i,j)(rSM,∆τ)
gEs(rSM,∆τ) i
j 1 2 3 4
1 0,44 0,15 0,11 0,00
2 0,10 0,18 0,11 0,00
3 0,10 0,18 0,11 0,00
4 0,0 0,00 0,00 0,00
Der Wert der neuen g-Funktion kann wie folgt berechnet werden:
gKo (i,j) (rSM,∆τ) = coeff (τ) · gEs (rSM,∆τ) · Hm −H0Hi−1 −Hi
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Im Falle eines Sondenfeldes mit Sonden unterschiedlicher Länge müssen alle Werte auf die Länge der
betrachteten si-ten Sonde skaliert werden. Dabei muss auch die mögliche unterschiedliche Teilung der
Sonden in die Segmente berücksichtigt werden. Durch Einsetzen von:
Hi−1 (si)
Hi (si)
=
=
ai · [Hm (si)−H0 (si)] + H0 (si)
bi · [Hm (si)−H0 (si)] + H0 (si)
}
betrachtete Sonde si
Hj−1 (s)
Hj (s)
=
=
aj (s) · [Hm (s)−H0 (s)] + H0 (s)
bj (s) · [Hm (s)−H0 (s)] + H0 (s)
}
alle anderen Sonden
z′ = ξL · (Hi (si)−Hi−1 (si)) + Hi−1 (si)
z = ηL · (Hj (s)−Hj−1 (s)) + Hj−1 (s)
cs (s)
cs (si)
=
=
Hm(s)−H0(s)
Hm(si)−H0(si)
1
}
Skalierungsfaktor
H0 (s) = a0 · (Hm (s)−H0 (s)) = a0 · cs (s) · [Hm (si)−H0 (si)]
rSM (s) =
⎧⎨⎩
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 wenn s = si√
(xs − x′)2 + (ys − y′)2 = rabst,s wenn s ̸= si
⎫⎬⎭
rSM (s) = βL (s) · [Hm (si)−H0 (si)]
gewinnt man:
tAVG,i,si = t∞,i + 12·π·λE ·
n∑
k=1
ns∑
s=1
m(s)∑
j=1
[
q˙k,j,s−q˙k−1,j,s
2 · gKo1,j,s
(
rSM; τ ′n − τ ′k−1
)]
gKo1,j,s (rSM; ∆τ) = 12 · Hj(s)−Hj−1(s)Hm(si)−H0(si)
·
1∫
0
1∫
0
⎡⎣erfc( [Hm(si)−H0(si)]·˜r−√4·a·∆τ )
r˜− −
erfc
(
[Hm(si)−H0(si)]·˜r+√
4·a·∆τ
)
r˜+
⎤⎦ dηL dξL
mit:
r˜− =
{
β2L (s) + [ηL · cs · (bj (s)− aj (s))− ξL · cs · (bi− ai)
+aj (s) · cs (s)− ai + a0 · (cs (s)− 1)]2
} 1
2
r˜+ =
{
β2L (s) + [ηL · cs · (bj (s)− aj (s)) + ξL · cs · (bi− ai)
+aj (s) · cs (s) + ai + a0 · (cs (s) + 1)]2
} 1
2
βL = rSM(s)Hm(si)−H0(si)
Wenn alle Sonden gleiche Länge, Anfangs- und Endtiefe besitzen und auf die gleiche Art und Weise in m
Segmente der gleichen Länge ∆H zerlegt werden, kann ein anderer Satz der Annahmen genutzt werden:
Hi−1 (si)
Hi (si)
=
=
ai ·∆H+H0
bi ·∆H+H0
}
betrachtete Sonde si
Hj−1 (s)
Hj (s)
=
=
aj (s) ·∆H+H0
bj (s) ·∆H+H0
}
alle anderen Sonden
z′ = ξL ·∆H+Hi−1 (si)
z = ηL ·∆H+Hj−1 (s)
H0 (s) = a0 ·m ·∆H
rSM (s) =
⎧⎨⎩
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 wenn s = si√
(xs − x′)2 + (ys − y′)2 wenn s ̸= si
⎫⎬⎭ = βL (s) ·m ·∆H
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der diesen Ausdruck deutlich vereinfacht zu:
tAVG,i,si = t∞,i + 12·π·λE ·
n∑
k=1
ns∑
s=1
m(s)∑
j=1
[
q˙k,j,s−q˙k−1,j,s
2 · gKo1,j,s
(
rSM; τ ′n − τ ′k−1
)]
gKo1,j,s (rSM; ∆τ) = 12 ·
1∫
0
1∫
0
[erfc( ∆H·˜r−√
4·a·∆τ
)
r˜− −
erfc
(
∆H·˜r+√
4·a·∆τ
)
r˜+
]
dηL dξL
mit:
r˜− =
√
β2L (s) ·m2 + [ηL − ξL]2
r˜+ =
√
β2L (s) + [ηL + ξL + 2 · a0 ·m]2
βL = rSM(s)m·∆H
Ableitung der g-Funktionen für eine Sonde mit Grundwasserströmung
Es wird eine unendliche Linienquelle betrachtet, die in einem Medium eingetaucht wird, das sich mit
der Geschwindigkeit ueff =
⎧⎨⎩ uxuy0
⎫⎬⎭ =
⎧⎨⎩ ueff · cos θueff · sin θ0
⎫⎬⎭ bewegt. Die Linienquelle ist parallel zur Achse z
und beinhaltet den Punkt (x′, y′, 0). Somit kann die Temperatur des Mediums im Punkt (x, y, z) (wegen
der axialen Symmetrie ist z beliebig auszuwählen) ausgedrückt werden als (Integral von der Gl. 3.5.55
von −∞ zu +∞):
t (x, y, z; τ) = t∞ + q˙8·λeff ·
√
π3·aeff
·
+∞∫
−∞
τ ′∫
0
1
(τ ′−τ) 32
·
· exp
(
− (x−x
′−ux·(τ ′−τ))2+(y−y′−uy·(τ ′−τ))2+(z−z′−uz·(τ ′−τ))2
4·aeff ·(τ ′−τ)
)
dτ dz′
Diese Gleichung kann weiter umgeformt werden:
t (x, y, z; τ) = t∞ + q˙8·λeff ·
√
π3·aeff
·
+∞∫
−∞
τ ′∫
0
1
(τ ′−τ) 32
· exp
(
− (x−x
′)2+(y−y′)2+(z−z′)2
4·aeff ·(τ ′−τ)
)
·
· exp
(
− (τ
′−τ)·(u2x+u2y+u2z)
4·aeff
)
· exp
(
ux·(x−x′)+uy·(y−y′)+uz·(z−z′)
2·aeff
)
dτ dz′
Durch Definition von:
rSM =
√
(x − x′)2 + (y− y′)2
uz = 0
x−x′
rSM = cos θ
y−y′
rSM = sin θ
und Umstellung der Gleichungsglieder und Integrale gewinnt man:
t (x, y, z; τ) = t∞ + q˙8·λeff ·
√
π3·aeff
· exp
(
rSM·(ux·cos θ+uy·sin θ)
2·aeff
)
·
·
τ ′∫
0
{
exp
(
− (τ
′−τ)·(u2x+u2y)
4·aeff
)
· 1
(τ ′−τ) 32
· exp
(
− r2SM4·aeff ·(τ ′−τ)
)
·
·
+∞∫
−∞
exp
(
− z2−2·z·z′+z′24·aeff ·(τ ′−τ)
)
dz′
}
dτ
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Anwendung einer Integrationsformel aus [104] Gl. 41, Seite 177:
+∞∫
−∞
e2·B·x−A·x2 =
√
π
A · e
B2
A wenn (A > 0)
und Definition von:
A = 14·aeff ·(τ ′−τ)
B = z4·aeff ·(τ ′−τ)
ergibt:
t (x, y, z; τ) = t∞ + q˙4·π·λeff · exp
(
rSM·(ux·cos θ+uy·sin θ)
2·aeff
)
·
·
τ ′∫
0
{
1
(τ ′−τ) · exp
(
− (τ
′−τ)·(u2x+u2y)
4·aeff
)
· exp
(
− r2SM+z24·aeff ·(τ ′−τ)
)
·
· exp
(
z2
4·aeff ·(τ ′−τ)
)}
dτ
= t∞ + q˙4·π·λeff · exp
(
rSM·(ux·cos θ+uy·sin θ)
2·aeff
)
·
·
τ ′∫
0
{
1
(τ ′−τ) · exp
(
− (τ
′−τ)·(u2x+u2y)
4·aeff
)
· exp
(
− r2SM4·aeff ·(τ ′−τ)
)}
dτ
bei der populären Annahme, dass die Strömung nur in der x-Richtung stattfindet:
uy = 0 woraus folgt:
ueff = ux
gewinnt man:
t (x, y; τ) = t∞ +
q˙
4 · π · λeff · exp
(
ueff · rSM
2 · aeff · cos (θ)
)
·
·
τ ′∫
0
exp
(
− r
2
SM
4 · aeff · (τ ′ − τ) −
u2eff · (τ ′ − τ)
4 · aeff
)
· dτ
τ ′ − τ (B.0.4)
Dieses Ergebnis ist ähnlich, aber nicht gleich denen, die von anderen Forschern angegeben wurden (Diao
et al. [35] und Sutton et al. [113]).
Für viele Anwendungen ist eine mittlere Temperatur rund um die Sonde in einer definierten Entfer-
nung von der Sondenachse rSM interessant. Sie kann als Integral über einen Bogen, dividiert durch die
Bogenlänge L, berechnet werden:
tAVG (θ1, θ2; τ) =
1
l2 − l1 ·
l2∫
l1
t (rSM, θ; τ) dl
Die Länge l des integrierten Bogens kann in Abhängigkeit von dem Winkel wie folgt definiert werden:
l = 0 + θ · rSM
weil:
Bogenlänge
Kreisumfang =
l
2 · π · rSM =
θ
2 · π =
Winkel des Bogens
Winkel des Kreises
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Daraus folgen:
dl = rSM · dθ ; L = 2 · π · rSM
l1 = rSM · θ1 ; l2 = rSM · θ2
tAVG (θ1, θ2; τ) = t∞ + q˙4·π·λeff · 1rSM·(θ2−θ1) ·
rSM·θ2∫
rSM·θ1
{
exp
(
rSM·(ux·cos θ+uy·sin θ)
2·aeff
)
·
·
τ ′∫
0
{
1
(τ ′−τ) · exp
(
− (τ
′−τ)·(u2x+u2y)
4·aeff
)
· exp
(
− r2SM4·aeff ·(τ ′−τ)
)}
dτ
}
rSM · dθ
Es ist zu bemerken, dass die unteren Integrale in dieser Gleichung in keiner Weise von dem Winkel θ
abhängig sind und somit als Konstanten aus dem Integral nach dθ herausgezogen werden können. Dies
resultiert in:
tAVG (θ1, θ2; τ) = t∞ + q˙4·π·λeff · 1θ2−θ1 ·
rSM·θ2∫
rSM·θ1
exp
(
rSM·(ux·cos θ+uy·sin θ)
2·aeff
)
dθ·
·
τ ′∫
0
{
1
(τ ′−τ) · exp
(
− (τ
′−τ)·(u2x+u2y)
4·aeff
)
· exp
(
− r2SM4·aeff ·(τ ′−τ)
)}
dτ
Bei der populären Annahme, dass die Strömung nur in der x-Richtung stattfindet:
uy = 0 woraus folgt:
ueff = ux
gewinnt man:
tAVG (θ1, θ2; τ) = t∞ + q˙4·π·λeff · 1θ2−θ1 ·
rSM·θ2∫
rSM·θ1
exp
(
rSM·ueff ·cos θ
2·aeff
)
dθ·
·
τ ′∫
0
{
1
(τ ′−τ) · exp
(
− (τ
′−τ)·u2eff
4·aeff
)
· exp
(
− r2SM4·aeff ·(τ ′−τ)
)}
dτ
Durch Anwendung der Definition der modifizierten Besselschen Funktion nach [104], S. 267:
In (x) = i−n · J (i · x) = 1
π
·
π∫
0
ex·cos(t) · cos (n · t) dt
bekommt man:
tAVG (θ1, θ2; τ) = t∞ + q˙4·π·λeff · 1θ2−θ1 ·
rSM·θ2∫
rSM·θ1
exp
(
rSM·ueff ·cos θ
2·aeff
)
dθ·
·
τ ′∫
0
{
1
(τ ′−τ) · exp
(
− (τ
′−τ)·u2eff
4·aeff
)
· exp
(
− r2SM4·aeff ·(τ ′−τ)
)}
dτ
LITERATURVERZEICHNIS 225
Eine Sonde, die die unterschiedliche Schichten durchdringt
Das thermische Problem für die i-te Schicht lautet (Seite 418 in Hahn & Özişik [53]):
aE,i ·
[
∂2ti
∂x2 +
∂2ti
∂y2 +
∂2ti
∂z2
]
+ aE,i
λE,i
· gi (x, y, z, τ) = ∂ti
∂τ
(B.0.5)
für:
x ∈ [−∞,+∞]
y ∈ [−∞,+∞]
z ∈ [Hi−1,Hi] für i ∈ [1,m]
und:
z ∈ [Hm,+∞) für i = m + 1
wobei die Quellenfunktion:
gi (x, y, z, τ) = q˙i (z, τ)
mit Randbedingungen am obersten Rand:
−λE,1 · ∂t1
∂z (x, y,H0, τ) + α0 · t1 (x, y,H0, τ) = 0 (B.0.6)
sowie an den Schichtgrenzen:
ti (x, y,Hi, τ) = ti+1 (x, y,Hi, τ) (B.0.7)
−λE,i · ∂ti (x, y,Hi, τ)
∂z = −λE,i+1 ·
∂ti+1 (x, y,Hi, τ)
∂z (B.0.8)
und am untersten Rand:
λE,m+1 · ∂tm+1
∂z (x, y,Hm+1, τ) + αm+1 · tm+1 (x, y,Hm+1, τ) = 0 (B.0.9)
definiert werden. Die Anfagstemperatur beträgt:
ti (x, y, z, 0) = Fi (x, y, z) = t∞,i (B.0.10)
Das passende Eigenwertproblem zur Lösung dieses Wärmeleitungsproblems ist nach Hahn & Özişik [53]
(S. 418):
∂2ψi,n (x, y, z)
∂x2 +
∂2ψi,n (x, y, z)
∂y2 +
∂2ψi,n (x, y, z)
∂z2 +
β2n
aE,i
· ψi,n (x, y, z) = 0 (B.0.11)
in Hi−1 < z < Hi, −∞ < x, y < +∞, i = 1, 2, . . . ,m,m+ 1, mit den Randbedingungen an dem obersten
Rand:
−λE,1 · ∂ψ1,n
∂z (x, y,H0) + α0 · ψ1,n (x, y,H0) = 0 (B.0.12)
an den Grenzen der Schichten:
−λE,i · ∂ψi,n (x, y,Hi)
∂z = hi [ψi,n (x, y,Hi)− ψi+1,n (x, y,Hi)] (B.0.13)
−λE,i · ∂ψi,n (x, y,Hi)
∂z = −λE,i+1 ·
∂ψi+1,n (x, y,Hi)
∂z (B.0.14)
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und an dem untersten Rand:
λE,m+1 · ∂ψm+1,n
∂z (x, y,Hm+1) + αm+1 · ψm+1,n (x, y,Hm+1) = 0 (B.0.15)
wobei ψi,n die Eigenfunktionen und βn die Eigenwerte des Problems B.0.11 mit den Randbedingungen
B.0.12, B.0.13, B.0.14 und B.0.15 sind. Die Greenschen Funktionen, die dieses Problem lösen, sind nach
[53] S. 345 wie folgt formuliert:
Gi,j = Gx,i (x, τ |x′, τ) ·Gy,i (y, τ |y′, τ) ·Gz,i,j (z, τ |z′, τ)
Gx,i (x, τ |x′, τ) = 1√4 · π · aE,i · (τ − τ ′) · exp
[
− (x − x
′)2
4 · aE,i · (τ − τ ′)
]
Gy,i (y, τ |y′, τ) = 1√4 · π · aE,i · (τ − τ ′) · exp
[
− (y− y
′)2
4 · aE,i · (τ − τ ′)
]
Gz,i,j (z, τ |z′, τ ′) =
∞∑
n=1
{
exp
[−β2n · (τ − τ ′)]
aE,j ·Nn · ψi,n (z) · ψj,n (z
′)
}
Nn =
m∑
j=1
⎧⎪⎨⎪⎩λE,jaE,j ·
z′=Hj∫
z′=Hj−1
ψ2j,n (z′) dz′
⎫⎪⎬⎪⎭ (B.0.16)
Die allgemeine Lösung des Eigenwertproblems für eine horizontale Schicht mit einer finiten Stärke lautet:
ψi,n (z) = Ai,n · sin
(
βn√aE,i · z
)
+Bi,n · cos
(
βn√aE,i · z
)
(B.0.17)
Ihre Ableitung nach der Teufe ist damit:
∂ψi,n (z)
∂z = Ai,n ·
βn√aE,i · cos
(
βn√aE,i · z
)
− Bi,n · βn√aE,i · sin
(
βn√aE,i · z
)
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Der Koeffizient NN ergibt sich als:
Nn =
m∑
j=1
⎧⎪⎨⎪⎩λE,jaE,j ·
z′=Hj∫
z′=Hj−1
ψ2j,n (z′) dz′
⎫⎪⎬⎪⎭
=
m∑
j=1
⎧⎪⎨⎪⎩λE,jaE,j ·
z′=Hj∫
z′=Hj−1
[
Aj,n · sin
(
βn√aE,j · z
′
)
+Bj,n · cos
(
βn√aE,j · z
′
)]2
dz′
⎫⎪⎬⎪⎭
=
m∑
j=1
⎧⎪⎨⎪⎩λE,jaE,j ·
z′=Hj∫
z′=Hj−1
[
A2j,n · sin2
(
βn√aE,j · z
′
)
+B2j,n · cos2
(
βn√aE,j · z
′
)
+2 ·Aj,n · Bj,n · sin
(
βn√aE,j · z
′
)
· cos
(
βn√aE,j · z
′
)]
dz′
}
=
m∑
j=1
{
λE,j
aE,j
·
[
A2j,n · z′
2 −
A2j,n · √aE,j
4 · βn · sin
(
βn√aE,j · z
′
)
+Bj,n · z
′
2 +
B2j,n · √aE,j
4 · βn · sin
(
βn√aE,j · z
′
)
−Aj,n · Bj,n ·
√aE,j
2 · βn · cos
(
2 · βn√aE,j · z
′
)]Hj
Hj−1
}
=
m∑
j=1
{
λE,j
aE,j
·
(
A2j,n +B2j,n
2 · (Hj −Hj−1)
+
(
B2j,n −A2j,n
) · √aE,j
4 · βn ·
[
sin
(
2 · βn ·Hj√aE,j
)
− sin
(
2 · βn ·Hj−1√aE,j
)]
−Aj,n · Bj,n ·
√aE,j
2 · βn ·
[
cos
(
2 · βn ·Hj√aE,j
)
− cos
(
2 · βn ·Hj−1√aE,j
)])}
=
m∑
j=1
{
λE,j
aE,j
·
[
A2j,n +B2j,n
2 · (Hj −Hj−1)
+
(
B2j,n −A2j,n
) · √aE,j
2 · βn · sin
(
βn · (Hj −Hj−1)√aE,j
)
· cos
(
βn · (Hj +Hj−1)√aE,j
)
+
Aj,n · Bj,n · √aE,j
βn
· sin
(
βn · (Hj +Hj−1)√aE,j
)
· sin
(
βn · (Hj −Hj−1)√aE,j
])}
=
m∑
j=1
{
λE,j
2 · aE,j ·
[(
A2j,n +B2j,n
) · (Hj −Hj−1) + √aE,j
βn
· sin
(
βn · (Hj −Hj−1)√aE,j
)
·⟨(
B2j,n −A2j,n
) · cos(βn · (Hj +Hj−1)√aE,j
)
+ 2 ·Aj,n · Bj,n · sin
(
βn · (Hj +Hj−1)√aE,j
)⟩]}
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Die Lösung für jede Schicht ist somit (Hahn & Özişik, S. 419):
ti (x, y, z, τ) =
m+1∑
j=1
⎧⎪⎨⎪⎩
x′=+∞∫
x′=−∞
y′=+∞∫
y′=−∞
z′=Hj∫
z′=Hj−1
Gi,j (x, y, z, τ |x′, y′, z′, 0) · Fj (x′, y′, z′) dz′ dy′ dx′
+
τ ′=τ∫
τ ′=0
x′=+∞∫
x′=−∞
y′=+∞∫
y′=−∞
z′=Hj∫
z′=Hj−1
Gi,j (x, y, z, τ |x′, y′, z′, τ ′) ·
[
aE,j
λE,j
· (B.0.18)
·gj (x′, y′, z′, τ ′)
]
dz′ dy′ dx′ dτ ′
}
Bei einer Erdsonde werden die Integrale über x und y von den Summen über den einzelnen Strängen
ersetzt. Es bleibt nur die Integration über die z-Achse, die schichtweise eine konstante Wärmeabga-
be gj (x′, y′, z′, τ ′) = q˙i (z, τ) = q˙i (τ) integriert. Wenn die Anfangsbedingungen gleich null angenommen
werden, ergibt sich:
ti (x, y, z, τ) =
nStränge∑
k=1
m+1∑
j=1
⎧⎪⎨⎪⎩
τ ′=τ∫
τ ′=0
z′=Hj∫
z′=Hj−1
Gi,j (x, y, z, τ |x′, y′, z′, τ ′) ·
[
aE,j
λE,j
· q˙j,k (τ ′)
]
dz′ dτ ′
⎫⎪⎬⎪⎭ (B.0.19)
ti (x, y, z, τ) =
nStränge∑
k=1
m+1∑
j=1
⎧⎪⎨⎪⎩ aE,jλE,j · q˙j,k (τ ′) ·
τ ′=τ∫
τ ′=0
z′=Hj∫
z′=Hj−1
Gi,j (x, y, z, τ |x′, y′, z′, τ ′) · dz′ dτ ′
⎫⎪⎬⎪⎭
Die mittlere Temperatur kann ausgedrückt werden als:
tAVG,i (x, y, z, τ) =
1
Hi −Hi−1 ·
nStränge∑
k=1
m+1∑
j=1
{
aE,j
λE,j
· q˙j,k (τ ′) ·
·
τ ′=τ∫
τ ′=0
z=Hi∫
z=Hi−1
z′=Hj∫
z′=Hj−1
Gi,j (x, y, z, τ |x′, y′, z′, τ ′) · dz′ dz dτ ′
⎫⎪⎬⎪⎭ (B.0.20)
bzw. als:
tAVG,i (x, y, z, τ) = t∞ +
1
2 · π · λE,i ·
n∑
k=1
m∑
j=1
[
(q˙k,j − q˙k−1,j) · gNew 7 (i,j) (rSM, τ − τk−1)
]
(B.0.21)
gNew 7 (i,j) (rSM, τx) =
2 · π · λE,i
Hi −Hi−1 ·
nStränge∑
k=1
m+1∑
j=1
{
aE,j
λE,j
·
·
τ ′=τx∫
τ ′=0
z=Hi∫
z=Hi−1
z′=Hj∫
z′=Hj−1
Gi,j (x, y, z, τx|x′, y′, z′) · dz′ dz dτ ′
⎫⎪⎬⎪⎭ (B.0.22)
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Das Einsetzen der Randbedingung B.0.12 in die Gleichung B.0.17 resultiert in:
sin
(
βn · 0√aE,0
)
·
[
α0 ·A0,n +B0,n · λE,0 · βn√aE,0
]
+ cos
(
βn · 0√aE,0
)
·
[
B0,n · α0 −A0,n · λE,0 · βn√aE,0
]
= 0
α0 · B0,n − λE,0 ·A0,n · βn√aE,0 = 0
und folglich in:
ψ0,n (z) = A0,n · sin
(
βn√aE,0 · z
)
+A0,n · λE,0 · βn
α0 · √aE,0 · cos
(
βn√aE,0 · z
)
Abb. B.0.1: Schema des thermischen Problems für die 1U-Sonde, das mit dem analytischen Ansatz zu
lösen ist: geschichteter Halbraum mit einem Bohrloch, das mit Rohrschleifen und Hinterfüllung gefüllt
ist.
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Für alle Kontaktgrenzen zwischen den Schichten werden weitere Gleichungen erstellt, die die Koeffizien-
ten Ai,n und Bi,n enthalten. Nach Gl. B.0.13 bekommt man:
Ai,n ·
[
sin
(
βn·Hi√aE,i
)
+ λE,ihi · cos
(
βn·Hi√aE,i
)]
+Bi,n ·
[
cos
(
βn·Hi√aE,i
)
− λE,ihi · sin
(
βn·Hi√aE,i
)]
−Ai+1,n · sin
(
βn·Hi√aE,i+1
)
− Bi+1,n · cos
(
βn·Hi√aE,i+1
)
= 0
und nach Gl. B.0.14:
Ai,n · cos
(
βn·Hi√aE,i
)
− Bi,n · sin
(
βn·Hi√aE,i
)
−Ai+1,n · λE,i+1λE,i ·
√
aE,i
aE,i+1 · cos
(
βn·Hi√aE,i+1
)
+Bi+1,n · λE,i+1λE,i ·
√
aE,i
aE,i+1 · sin
(
βn·Hi√aE,i+1
)
= 0
Die Randbedingung für die unterste Schicht ergibt:
Am+1,n ·
[
sin
(
βn·Hm+1√aE,m+1
)
+ λE,m+1αm+1 ·
βn√aE,m+1 · cos
(
βn·Hm+1√aE,m+1
)]
+Bm+1,n ·
[
cos
(
βn·Hm+1√aE,m+1
)
− λE,m+1αm+1 ·
βn√aE,m+1 · sin
(
βn·Hm+1√aE,m+1
)]
= 0
Das entstehende Gleichungssystem hat die Form:
[A] · {x} = {b} = 0 (B.0.23)
bzw.:
[A] ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
A1,n
B1,n
A2,n
B1,n
...
Am+1,n
Bm+1,n
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0
0
0
0
...
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
Nach [53] muss die Determinante der Matrix [A] gleich null sein, damit das Gleichungssystem lösbar ist.
|A| = 0
Daraus ergeben sich die Eigenwerte des Gleichungssystems. Da die rechte Seite der Gleichung B.0.23
gleich dem Nullvektor ist, werden die Formulierungen für die unbekannten Koeffizienten Ai,n und Bi,n
als Summen der Produkte der anderen Koeffizienten mit Konstanten definiert, d. h. es wird sich keiner
dieser Koeffizienten als ein fester Wert bestimmen lassen. In dieser Situation muss man den Wert eines
Koeffizienten annehmen, am besten so, dass es zu einer einfachen Lösung führt, z. B. wird angenommen,
dass A1,n = 1 ist.
Das Gleichungssystem gewinnt durch diese Annahme eine neue Form:
[A] ·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1
B1,n
A2,n
B1,n
...
Am+1,n
Bm+1,n
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0
0
0
0
...
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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Zur Lösung des Gleichungssystems hat man jetzt eine Gleichung weniger. Es müssen alle Gleichungen
mit dem Koeffizienten A1,n = 1 herangezogen werden, damit die Annahme wirksam wird.
Es werden folgende Abkürzungen definiert:
si (Hj) = sin
(
βn√ai ·Hj
)
ci (Hj) = cos
(
βn√ai ·Hj
)
Ki =
λi+1
λi
·
√ ai
ai+1
Li =
λi · βn
hi · √ai
Mi =
λi · βn
αi · √ai
Der Eintrag des oberen Randbedingung ist definiert durch die erste Zeile der Matrix:
⎡⎢⎣ s0 (H0)−M0 · c0 (H0) c0 (H0) +M0 · s0 (H0) . . . 0... ... . . . ...
0 0 0 0
⎤⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
A1,n
B1,n
...
0
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0
0
...
0
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
Der Eintrag jeder Grenzschicht im Erdreich ist definiert durch zwei Zeilen, die die oben (Ai,n) und unten
(Bi+1,n) stehenden Koeffizienten einbeziehen:
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
...
...
...
... . . .
...
. . . si (Hi) + Li · ci (Hi) ci (Hi)− Li · si (Hi) −si+1 (Hi) −ci+1 (Hi) . . .
. . . ci (Hi) −si (Hi) −Ki · ci+1 (Hi) Ki · si+1 (Hi) . . .
...
...
...
... . . .
...
⎤⎥⎥⎥⎥⎦·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
...
Ai,n
Bi,n
Ai+1,n
Bi+1,n
...
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
...
0
0
...
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
Der Eintrag der untersten Randbedingung bestimmt die letzte Zeile der Matrix:[ ... . . . ... ...
0 . . . sm+1 (Hm+1) +Mm+1 · cm+1 (Hm+1) cm+1 (Hm+1)−Mm+1 · sm+1 (Hm+1)
]
·
·
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0
...
Am+1,n
Bm+1,n
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0
...
0
0
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
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Da die rechte Seite des Gleichungssystems gleich null ist, werden die Werte der zu bestimmenden Koef-
fizienten stets als Produkte dieser Koeffizienten ausdrückbar. Damit erhält man eine unendliche Anzahl
an Lösungen. Eine partikuläre Lösung kann gewonnen werden, indem man den Wert von einem dieser
Koeffizienten annimmt. In diesem Fall wird der aller erste Koeffizient (entweder A0,n oder A1,n) gleich
1 gesetzt.
A1,n = 1
Daraus ergibt sich ein verkleinertes Gleichungssystem.
Berechnungsbeispiel:
m = 2
H0 = 0 m
H1 = 66, 6666 m
H2 = 100 m
H3 = 1000 m
aE,2 = 1, 2928 · 10−6 m
2
s
aE,1 = 1, 0 · 10−6 m
2
s
λE,3 = λE,2 = 2 · λE,2
α0 =∞ Wm2 ·K
h1 = h2 =∞ Wm2 ·K
α3 =∞ Wm2 ·K
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
− λE,1·βnα0·√aE,1 1 0 0 0 0
s1(H1) c1(H1) −s2(H1) −c2(H1) 0 0
c1(H1) −s1(H1) −k1 · c2(H1) +k1 · s2(H1) 0 0
0 0 s2(H2) c2(H2) −s3(H2) −c3(H2)
0 0 c2(H2) −s2(H2) −k2 · c3(H2) k2 · s3(H2)
0 0 0 0 s3(H3) c3(H3)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦·
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
A1,n
B1,n
A2,n
B2,n
A3,n
B3,n
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0
0
0
0
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
si(Hj) = sin
(
βn ·Hj√aE,i
)
ci(Hj) = cos
(
βn ·Hj√aE,i
)
ki =
λE,i+1
λE,i
·
√ aE,i
aE,i+1
von:
α0 =∞
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ergibt sich die transzendentale Gleichung als eine Determinante:
−
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐
s1(H1) −s2(H1) −c2(H1) 0 0
c1(H1) −k1 · c2(H1) +k1 · s2(H1) 0 0
0 s2(H2) c2(H2) −s3(H2) −c3(H2)
0 c2(H2) −s2(H2) −k2 · c3(H2) k2 · s3(H2)
0 0 0 s3(H3) c3(H3)
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐
= 0
−s1 (H1) ·
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐
−k1 · c2 (H1) k1 · s2 (H1) 0 0
s2 (H2) c2 (H2) −s3 (H2) −c3 (H2)
c2 (H2) −s2 (H2) −k2 · c3 (H2) k2 · s3 (H2)
0 0 s3 (H3) c3 (H3)
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐
+c1 (H1) ·
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐
−s2 (H1) −c2 (H1) 0 0
s2 (H2) c2 (H2) −s3 (H2) −c3 (H2)
c2 (H2) −s2 (H2) −k2 · c3 (H2) k2 · s3 (H2)
0 0 s3 (H3) c3 (H3)
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐ = 0
s1 (H1) · s3 (H3) ·A− s1 (H1) · c3 (H3) · B− c1 (H1) · s3 (H3) · C+ c1 (H1) · c3 (H3) ·D = 0
mit:
A =
⏐⏐⏐⏐⏐⏐
−k1 · c2 (H1) k1 · s2 (H1) 0
s2 (H2) c2 (H2) −c3 (H2)
c2 (H2) −s2 (H2) k2 · s3 (H2)
⏐⏐⏐⏐⏐⏐
= −k1 · c2 (H1) · c2 (H2) · k2 · s3 (H2) + k1 · s2 (H1) · [−c3 (H2)] · c2 (H2)
− [−k1 · c2 (H1)] · [−c3 (H2)] · [−s2 (H2)]− k1 · s2 (H1) · s2 (H2) · k2 · s3 (H2)
= −k1 · k2 · s3 (H2) · [c2 (H1) · c2 (H2) + s2 (H1) · s2 (H2)]
+k1 · c3 (H2) · [s2 (H2) · c2 (H1)− c2 (H2) · s2 (H1)]
= −k1 · k2 · s3 (H2) · c2 (H2 −H1)+k1 · c3 (H2) · s2 (H2 −H1)
B =
⏐⏐⏐⏐⏐⏐
−k1 · c2 (H1) k1 · s2 (H1) 0
s2 (H2) c2 (H2) −s3 (H2)
c2 (H2) −s2 (H2) −k2 · c3 (H2)
⏐⏐⏐⏐⏐⏐
= −k1 · c2 (H1) · c2 (H2) · [−k2 · c3 (H2)] + k1 · s2 (H1) · [−s3 (H2)] · c2 (H2)
− [−k1 · c2 (H1)] · [−s3 (H2)] · [−s2 (H2)]− k1 · s2 (H1) · s2 (H2) · [−k2 · c3 (H2)]
= k1 · k2 · c3 (H2) · [c2 (H1) · c2 (H2) + s2 (H1) · s2 (H2)]
+k1 · s3 (H2) · [s2 (H2) · c2 (H1)− c2 (H2) · s2 (H1)]
= k1 · k2 · c3 (H2) · c2 (H2 −H1) + k1 · s3 (H2) · s2 (H2 −H1)
C =
⏐⏐⏐⏐⏐⏐
−s2 (H1) −c2 (H1) 0
s2 (H2) c2 (H2) −c3 (H2)
c2 (H2) −s2 (H2) k2 · s3 (H2)
⏐⏐⏐⏐⏐⏐
= −s2 (H1) · c2 (H2) · k2 · s3 (H2) + [−c2 (H1)] · [−c3 (H2)] · c2 (H2)
− [−s2 (H1)] · [−c3 (H2)] · [−s2 (H2)]− [−c2 (H1)] · s2 (H2) · k2 · s3 (H2)
= k2 · s3 (H2) · [s2 (H2) · c2 (H1)−s2 (H1) · c2 (H2)]
+c3 (H2) · [c2 (H2) · c2 (H1) + s2 (H2) · s2 (H1)]
= k2 · s3 (H2) · s2 (H2 −H1) + c3 (H2) · c2 (H2 −H1)
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D =
⏐⏐⏐⏐⏐⏐
−s2 (H1) −c2 (H1) 0
s2 (H2) c2 (H2) −s3 (H2)
c2 (H2) −s2 (H2) −k2 · c3 (H2)
⏐⏐⏐⏐⏐⏐
= −s2 (H1) · c2 (H2) · [−k2 · c3 (H2)] + [−c2 (H1)] · [−s3 (H2)] · c2 (H2)
− [−s2 (H1)] · [−s3 (H2)] · [−s2 (H2)]− [−c2 (H1)] · s2 (H2) · [−k2 · c3 (H2)]
= −k2 · c3 (H2) · [c2 (H1) · s2 (H2)− s2 (H1) · c2 (H2)]
+s3 (H2) · [c2 (H2) · c2 (H1) + s2 (H2) · s2 (H1)]
= −k2 · c3 (H2) · s2 (H2 −H1) + s3 (H2) · c2 (H2 −H1)
Nach dem Einsetzen ergibt sich:
s1 (H1) · s3 (H3) · [−k1 · k2 · s3 (H2) · c2 (H2 −H1)+k1 · c3 (H2) · s2 (H2 −H1)]
−s1 (H1) · c3 (H3) · [k1 · k2 · c3 (H2) · c2 (H2 −H1) + k1 · s3 (H2) · s2 (H2 −H1)]
−c1 (H1) · s3 (H3) · [k2 · s3 (H2) · s2 (H2 −H1) + c3 (H2) · c2 (H2 −H1)]
+c1 (H1) · c3 (H3) · [−k2 · c3 (H2) · s2 (H2 −H1) + s3 (H2) · c2 (H2 −H1)] = 0
−k1 · k2 · s1 (H1) · s3 (H3) · s3 (H2) · c2 (H2 −H1) + k1 · s1 (H1) · s3 (H3) · c3 (H2) · s2 (H2 −H1)
−k1 · k2 · s1 (H1) · c3 (H3) · c3 (H2) · c2 (H2 −H1)− k1 · s1 (H1) · c3 (H3) · s3 (H2) · s2 (H2 −H1)
−k2 · c1 (H1) · s3 (H3) · s3 (H2) · s2 (H2 −H1)− c1 (H1) · s3 (H3) · c3 (H2) · c2 (H2 −H1)
−k2 · c1 (H1) · c3 (H3) · c3 (H2) · s2 (H2 −H1) + c1 (H1) · c3 (H3) · s3 (H2) · c2 (H2 −H1) = 0
−k1 · k2 · s1 (H1) · c2 (H2 −H1) · [c3 (H3) · c3 (H2) + s3 (H3) · s3 (H2)]
+k1 · s1 (H1) · s2 (H2 −H1) · [s3 (H3) · c3 (H2)− c3 (H3) · s3 (H2)]
−k2 · c1 (H1) · s2 (H2 −H1) · [c3 (H3) · c3 (H2) + s3 (H3) · s3 (H2)]
−c1 (H1) · c2 (H2 −H1) · [s3 (H3) · c3 (H2)− c3 (H3) · s3 (H2)] = 0
die sich vereinfachen lässt zu:
−k1 · k2 · s1 (H1) · c2 (H2 −H1) · c3 (H3 −H2) + k1 · s1 (H1) · s2 (H2 −H1) · s3 (H3 −H2)
−k2 · c1 (H1) · s2 (H2 −H1) · c3 (H3 −H2)− c1 (H1) · c2 (H2 −H1) · s3 (H3 −H2) = 0
Die Suche nach den Nullstellen der transzendenten Gleichung muss numerisch durchgeführt werden.
Dabei ist die erste Nullstelle für βn = 0 zu erwarten. Die Bestandteile der transzendenten Gleichung
erreichen Nullstellen in den Punkten βn =
π·√aE,i
2·(Hi−Hi−1) . Die Nullstellen ihrer Summe müssen numerisch
bestimmt werden. ∆βNS für die Nullstellensuche ist entsprechend zu wählen:
∆βNS ≤ MIN
[
π · √aE,i
2 · (Hi −Hi−1)
]
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Berechnungsbeispiel:
m = 1
H0 = 0 m
Hm = H1 = 100 m
H2 = 1000 m
aE,2 = 1, 2928 · 10−6 m
2
s
aE,1 = 1, 0 · 10−6 m
2
s
λE,2 = λE,1 = 2, 0
W
m ·K
α0 =∞ Wm2 ·K
h1 = h2 =∞ Wm2 ·K
α3 =∞ Wm2 ·K
⎡⎢⎢⎣
− λE,1·βnα0·√aE,1 1 0 0
s1(H1) c1(H1) −s2(H1) −c2(H1)
c1(H1) −s1(H1) −k1 · c2(H1) +k1 · s2(H1)
0 0 s2(H2) c2(H2)
⎤⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
A1,n
B1,n
A2,n
B2,n
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0
0
0
0
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (B.0.24)
si(Hj) = sin
(
βn ·Hj√aE,i
)
ci(Hj) = cos
(
βn ·Hj√aE,i
)
ki =
λE,i+1
λE,i
·
√ aE,i
aE,i+1
Die sogenannte transzendente Gleichung, aus der die Eigenwerte bestimmt werden können, ergibt sich
als: ⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐
− λE,1·βnα0·√aE,1 1 0 0
s1(H1) c1(H1) −s2(H1) −c2(H1)
c1(H1) −s1(H1) −k1 · c2(H1) +k1 · s2(H1)
0 0 s2(H2) c2(H2)
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐ = 0
d. h. wegen
α0 =∞
ergibt sich:
−
⏐⏐⏐⏐⏐⏐
s1(H1) −s2(H1) −c2(H1)
c1(H1) −k1 · c2(H1) +k1 · s2(H1)
0 s2(H2) c2(H2)
⏐⏐⏐⏐⏐⏐ = 0
s1(H1) · k1 · c2(H1) · c2(H2) + c2(H1) · c1(H1) · s2(H2)
−c2(H2) · c1(H1) · s2(H1) + s1(H1) · s2(H2) · k1 · s2(H1) = 0
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k1 · s1 (H1) · [c2 (H1) · c2 (H2) + s2 (H1) · s2 (H2)]
+c1 (H1) · [c2 (H1) · s2 (H2)− s2 (H1) · c2 (H2)] = 0
was ausgeschrieben werden kann als:
λE,2
λE,1
·
√
aE,1
aE,2 · sin
(
βn·H1√aE,1
)
· cos
[
βn√aE,2 · (H2 −H1)
]
+cos
(
βn·H1√aE,1
)
· sin
[
βn√aE,2 · (H2 −H1)
]
= 0
(B.0.25)
Die Koeffizienten Ai,n und Bi,n in der Gleichung B.0.24 werden bestimmt aus den drei ersten Gleichungen,
nachdem der Koeffizient A1,n = 1 gesetzt wird:⎡⎢⎢⎣
− λE,1·βnα0·√aE,1 1 0 0
s1(H1) c1(H1) −s2(H1) −c2(H1)
c1(H1) −s1(H1) −k1 · c2(H1) +k1 · s2(H1)
0 0 s2(H2) c2(H2)
⎤⎥⎥⎦ ·
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
B1,n
A2,n
B2,n
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0
0
0
0
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
was in einem kleinen Gleichungssystem resultiert:⎡⎣ 1 0 0c1(H1) −s2(H1) −c2(H1)
−s1(H1) −k1 · c2(H1) +k1 · s2(H1)
⎤⎦ ·
⎧⎨⎩ B1,nA2,nB2,n
⎫⎬⎭ =
⎧⎪⎨⎪⎩
λE,1·βn
α0·√aE,1
−s1(H1)
−c1(H1)
⎫⎪⎬⎪⎭
Wenn α0 =∞, wird λE,1·βnα0·√aE,1 → 0, was in B1,n = 0 resultiert und zu einer noch einfacheren Formulierung
führt: [ −s2(H1) −c2(H1)
−k1 · c2(H1) +k1 · s2(H1)
]
·
{
A2,n
B2,n
}
=
{ −s1(H1)
−c1(H1)
}
Die Lösung dieses Gleichungssystems lautet:{
A2,n
B2,n
}
= 1∆A
·
[
k1 · s2(H1) c2(H1)
k1 · c2(H1) −s2(H1)
]
·
{ −s1(H1)
−c1(H1)
}
mit:
∆A = −k1 ·
[
s22 (H1) + c22 (H1)
]
= −k1
d. h.:
A2,n = s2 (H1) · s1 (H1) + c1(H1)·c2(H1)k1
B2,n = s1 (H1) · c2 (H1)− c1(H1)·s2(H1)k1
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Schichten-Lösung mit Laplace-Transformation
Es wird gesucht nach der Temperaturverteilung in einem geschichteten Medium. Die Schichten sind
abgegrenzt durch die Ebenen z = 0, z = H0, ... , z = i, ... , z = Hm. Die letzte Schicht stellt einen un-
endlichen Halbraum dar. Die Temperatur der Schichten wird bestimmt von den homogenen Randbedin-
gungen und einer Linienquelle. Gesucht wird die Temperatur infolge der Einwirkung einer momentanen
Wärmequelle, die entlang einer Linie, die senkrecht zu den Schichtengrenzen durch den Anfang des
Koordinatensystems geht, freigesetzt wird:
tmom =
z′=He∫
z′=Hs
ti (x, y, z, τ |x′, y′, z′, τ ′) dz′
und infolge der Einwirkung einer kontinuierlichen Quelle am gleichen Ort:
tkont =
z′=He∫
z′=Hs
tτ dz′ =
z′=He∫
z′=Hs
⎧⎨⎩
τ ′=τ∫
τ ′=0
ti (x, y, z, τ |x′, y′, z′, τ − τ ′) dτ ′
⎫⎬⎭ dz′
Die Temperatur ti des geschichteten Erdreichs resultiert aus m Punktquellen, die im Zeitpunkt τ ′ in
Punkten x′j, y′j, z′j in allen Schichten freigesetzt werden und erfüllt in jeder Schicht (i ∈ [1;m]) die Glei-
chung:
∂2ti
∂x2 +
∂2ti
∂y2 +
∂2ti
∂z2 +
1
ai
· δ (τ − τ ′) · δ (x − x′) · δ (y− y′) · δ (z− z′) = 1ai ·
∂ti
∂τ
mit den Randbedingungen:
ti (x, y, z, τ = 0) = t0i Anfangsbedingungen (B.0.26)
t1 (x, y, z = 0, τ) = ta obere Randbedingung (B.0.27)
ti (x, y, z = Hi, τ) = ti+1 (x, y, z = Hi, τ) Temperaturkontinuität (B.0.28)
λi · ∂ti (x, y, z = Hi, τ)
∂z = λi+1 ·
∂ti+1 (x, y, z = Hi, τ)
∂z
Wärmestromkontinuität
an der Schichtgrenze (B.0.29)
tm (x, y, z→∞, τ) = tm,∞ Beschränkheit (B.0.30)
ti (x→∞, y→∞, z, τ) = ti,∞ der Lösung im ∞ (B.0.31)
für beliebige (x′, y′, z′, τ ′).
Die gesuchte Temperatur wird definiert als die Summe von m+1 Lösungen, die infolge der Einwirkung
von m Quellen entsteht:
ti = ui + vi +
m∑
j=1
j̸=i
Ci,j · uj (B.0.32)
wobei:
ui (x, y, z, τ |x′, y′, z′i, 0) =
Hi∫
Hi−1
wi (x, y, z, τ |x′, y′, z′i, 0) dz′
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und:
wi (x, y, z, τ |x′, y′, z′i, 0) =
q˙i
ϱi · cp,i ·
[
2 · √π · ai · τ
]3 · exp
[
− (x − x
′)2 + (y− y′)2 + (z− z′i)2
4 · ai · τ
]
sodass:
u =
Hi∫
Hi−1
q˙i
ϱi · cp,i ·
[
2 · √π · ai · τ
]3 · exp
[
− (x − x
′)2 + (y− y′)2 + (z− z′i)2
4 · ai · τ
]
dz′
mit Substitution:
p = z− z
′
√
4 · ai · τ pi−1 =
z−Hi−1√
4 · ai · τ pi =
z−Hi√
4 · ai · τ
dp = − dz
′
√
4 · ai · τ
u =
Hi∫
Hi−1
q˙i
ϱi · cp,i ·
[
2 · √π · ai · τ
]3 · exp
[
− (x − x
′)2 + (y− y′)2
4 · ai · τ
]
· exp
[
− (z− z
′
i)
2
4 · ai · τ
]
dz′
= − q˙i2 · λi · π · τ · exp
[
− (x − x
′)2 + (y− y′)2
4 · ai · τ
]
·
[
erf
(
z−Hi√
4 · ai · τ
)
− erf
(
z−Hi−1√
4 · ai · τ
)]
u, v und w sind die Teillösungen für die momentanen Punktquellen in der Schicht i ohne Berück-
sichtigung der Randbedingungen. Die Teillösungen vi werden so angepasst, dass die Gesamtlösung die
Randbedingungen erfüllt. Beide Teillösungen gelten für die Gleichung:
∂2ui
∂x2 +
∂2ui
∂y2 +
∂2ui
∂z2 =
1
ai
· ∂ui
∂τ
bzw.:
∂2wi
∂x2 +
∂2wi
∂y2 +
∂2wi
∂z2 =
1
ai
· ∂wi
∂τ
bzw.:
∂2vi
∂x2 +
∂2vi
∂y2 +
∂2vi
∂z2 =
1
ai
· ∂vi
∂τ
(B.0.33)
Mit
Ci,i = 1 für i ∈ [1,m]
kann man die Gl. B.0.32 auch schreiben als:
ti = vi +
m∑
j=1
Ci,j · uj = q˙i · gf (τ) (B.0.34)
wobei:
q˙i (τ) – der mittlere Wärmeentzug im Segment i der Sonde zur Zeit τ
gf (x, y, z, τ) – g-Funktion, die die Charakteristik der Temperaturänderung im Ort (x,y,z) beschreibt.
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Die zu gewinnende Lösung ist die Faltung der Temperaturänderung in der Zeit:
ti,τ =
τ∫
0
q˙ (τ ′) · gf (x, y, z, τ − τ ′) dτ ′ (B.0.35)
Die Laplace-Transformierte der Teillösung wi ist bekannt:
Wi = L
(
q˙i
ϱi · cp,i ·
[
2 · √π · ai · τ
]3 · exp
[
− (x − x
′)2 + (y− y′)2 + (z− z′i)2
4 · ai · τ
])
=
q˙i · exp
(
−
√
s
ai ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′i)2
])
4 · π · λi ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′i)2
(B.0.36)
Damit ist die Laplace-Transformierte des Integrals ui auch bekannt:
Ui =
Hi∫
Hi−1
L(wi) dz′ =
∞∫
0
Hi∫
Hi−1
e−s·τ · wi dz′ dτ =
Hi∫
Hi−1
Wi dz′
=
Hi∫
Hi−1
q˙i · exp
(
−
√
s
ai ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′i)2
])
4 · π · λi ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′i)2
dz′
Die Anfangsbedingungen B.0.26 der Teillösung vi:
vi (x, y, z, 0) = t0i
ergeben zusammen mit der Transformation der Gl. B.0.33:
∇2
[
Vi (x, y, z, s)− t0is
]
− sai ·
[
Vi (x, y, z, s)− t0is
]
= 0
Die Lösung dieser Gleichung ist bekannt als:
Vi = Ai · exp
[√
s
3 · ai (x + y + z)
]
+Bi · exp
[
−
√
s
3 · ai (x + y + z)
]
Die Laplace-Transformierte der Gesamtlösung B.0.32 bzw. B.0.34 ist:
Ti (x, y, z, s) =
m∑
j=1
Ci,j ·Uj (x, y, z, s) + Vi (x, y, z, s)
bzw. deren zeitlichen Faltung (Gl. B.0.35):
Tτ,i (x, y, z, s) =
Ti (x, y, z, s)
s =
m∑
j=1
Ci,j ·Uj (x, y, z, s)
s +
Vi (x, y, z, s)
s (B.0.37)
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Das ergibt:
Ti =
m∑
j=1
Ci,j ·
Hj∫
Hj−1
q˙j · exp
(
−
√
s
aj ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2])
4 · π · λj ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2 dz
′ +
+Ai · exp
[√
s
3 · ai (x + y + z)
]
+Bi · exp
[
−
√
s
3 · ai (x + y + z)
]
(B.0.38)
bzw.:
Tτ,i =
m∑
j=1
Ci,j ·
Hj∫
Hj−1
q˙j · exp
(
−
√
s
aj ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2])
4 · s · π · λj ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2 dz
′ +
+Ais · exp
[√
s
3 · ai (x + y + z)
]
+ Bis · exp
[
−
√
s
3 · ai (x + y + z)
]
(B.0.39)
Diese zwei Gleichungen stellen die gesuchten gewünschten Lösungen dar.
Die örtliche Ableitung der Temperatur, die zur Bestimmung der Koeffizienten A, B und C gebraucht
wird, ist:
∂Ti
∂z =
m∑
j=1
⎡⎢⎢⎣ Ci,j · q˙j4 · π · λj ·
Hj∫
Hj−1
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩−
(
z− z′j
) ·√ saj · exp(−
√
s
aj ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2])
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2 ·
−
(
z− z′j
) · exp(−√ saj · [(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2])[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2] 32
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dz′
⎤⎥⎥⎦
+Ai ·
√
s
3 · ai · exp
[√
s
3 · ai (x + y + z)
]
− Bi ·
√
s
3 · ai · exp
[
−
√
s
3 · ai (x + y + z)
]
=
m∑
j=1
⎡⎢⎣ Ci,j · q˙j4 · π · λj ·
Hj∫
Hj−1
{
− (z− z′j) · exp(−√ saj ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2]) ·
·
√
s
aj ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2]− 1[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2] 32
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dz′
⎤⎥⎥⎦
+Ai ·
√
s
3 · ai · exp
[√
s
3 · ai (x + y + z)
]
− Bi ·
√
s
3 · ai · exp
[
−
√
s
3 · ai (x + y + z)
]
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Einbau der Randbedingungen – Koeffizientenbestimmung
Die Transformierte der unteren Randbedingung (Gl. B.0.30 Beschränktheit in z-Richtung) resultiert in:
tm (x, y, z→∞, τ) = tm,∞
=
m∑
j=1
Ci,j ·
Hj∫
Hj−1
q˙i · exp
(
−
√
s
ai ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′i)2
])
4 · π · λi ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′i)2
dz′ +
+Am · exp
[√
s
3 · am (x + y + z)
]
+Bm · exp
[
−
√
s
3 · am (x + y + z)
]
Daraus ergibt sich:
Am = 0
Die Transformierte der seitlichen Randbedingung (Gl. B.0.31 Beschränktheit in x und y) resultiert in:
ti (x→∞, y→∞, z, τ) = ti,∞
=
m∑
j=1
Ci,j ·
Hj∫
Hj−1
q˙j · exp
(
−
√
s
aj ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2])
4 · π · λj ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′j)2 dz
′ +
+Ai · exp
[√
s
3 · ai (x + y + z)
]
+Bi · exp
[
−
√
s
3 · ai (x + y + z)
]
Daraus ergibt sich:
Ai = 0
Die Transformierte der oberen Randbedingung (Gl. B.0.27) ergibt:
T1 (x, y, z = 0, s) =
ta
s
=
m∑
j=1
C1,j ·
Hj∫
Hj−1
q˙j · exp
(
−
√
s
aj ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′j)2])
4 · π · λj ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′j)2 dz
′ +
+B1 · exp
[
−
√
s
3 · a1 (x + y)
]
(B.0.40)
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Die Kontinuitäts-Randbedingungen an den Schichtgrenzen B.0.28 und B.0.29 ergeben:
Ti (x, y,Hi, s) =
m∑
j=1
Ci,j ·
Hj∫
Hj−1
q˙j · exp
(
−
√
s
aj ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (Hi − z′j)2])
4 · π · λj ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (Hi − z′j)2 dz
′ +
+Bi · exp
[
−
√
s
3 · ai (x + y + Hi)
]
=
m∑
j=1
Ci+1,k ·
Hk∫
Hk−1
q˙k · exp
(
−
√
s
ak ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (Hi − z′k)2
])
4 · π · λk ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (Hi − z′k)2
dz′ +
+Bi+1 · exp
[
−
√ s
3 · ai+1 (x + y + Hi)
]
= Ti+1 (x, y,Hi, s) (B.0.41)
und:
∂Ti
∂z =
m∑
j=1
⎡⎢⎣ Ci,j · q˙j4 · π · λj ·
Hj∫
Hj−1
{
− (Hi − z′j) · exp(−√ saj ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (Hi − z′j)2]) ·
·
√
s
aj ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (Hi − z′j)2]− 1[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (Hi − z′j)2] 32
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dz′
⎤⎥⎥⎦
−Bi ·
√
s
3 · ai · exp
[
−
√
s
3 · ai (x + y + Hi)
]
=
m∑
k=1
⎡⎢⎣Ci+1,k · q˙k4 · π · λk ·
Hk∫
Hk−1
{
− (Hi − z′k) · exp
(
−
√
s
ak
·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (Hi − z′k)2
])
·
·
√
s
ak ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (Hi − z′k)2
]
− 1[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (Hi − z′k)2
] 3
2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dz′
⎤⎥⎥⎦
−Bi+1 ·
√ s
3 · ai+1 · exp
[
−
√ s
3 · ai+1 (x + y + Hi)
]
= ∂Ti+1
∂z (B.0.42)
Bei der radialsymmetrischen Geometrie wird:
r2SM = (x − x′)2 + (y− y′)2
x = rSM · cos (θ)
y = rSM · sin (θ)
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Die Temperatur soll unabhängig von dem Winkel θ für jedes rSM gleich sein, wird aber nicht:
x + y = rSM · [cos (θ) + sin (θ)]
Beispiel mit zwei Schichten
m = 2
Aus Gl. B.0.40 (obere RB – konstante Oberflächentemperatur) folgt:
ta
s =
H1∫
H0
q˙1 · exp
(
−
√
s
aj ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′1)2
])
4 · π · λ1 ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′1)2
dz′
+C1,2 ·
Hm∫
H1
q˙2 · exp
(
−
√
s
a2 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′2)2
])
4 · π · λ2 ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′2)2
dz′
+B1 · exp
[
−
√
s
3 · a1 (x + y)
]
(B.0.43)
Aus Gl. B.0.41 (Temperaturkontinuität an der Schichtgrenze) folgt:
T1 (x, y,H1, s) =
H1∫
H0
q˙1 · exp
(
−
√
s
a1 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′1)2
])
4 · π · λ1 ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′1)2
dz′ +
C1,2 ·
H2∫
H1
q˙2 · exp
(
−
√
s
a2 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′2)2
])
4 · π · λ2 ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′2)2
dz′ +
+B1 · exp
[
−
√
s
3 · a1 (x + y + H1)
]
= C2,1 ·
H1∫
H0
q˙1 · exp
(
−
√
s
a1 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′1)2
])
4 · π · λ1 ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′1)2
dz′ +
H2∫
H1
q˙2 · exp
(
−
√
s
a2 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
])
4 · π · λ2 ·
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
dz′ +
+B2 · exp
[
−
√
s
3 · a2 (x + y + H1)
]
= T2 (x, y,H1, s) (B.0.44)
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Aus Gl. B.0.42 (Wärmestromkontinuität an der Schichtgrenze) folgt:
∂T1
∂z =
⎡⎣ q˙1
4 · π · λ1 ·
H1∫
H0
{
− (H1 − z′) · exp
(
−
√
s
a1
·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
])
·
·
√
s
a1 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
]
− 1[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
] 3
2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dz′
⎤⎥⎥⎦+
+
⎡⎣C1,2 · q˙2
4 · π · λ2 ·
Hm∫
H1
{
− (H1 − z′) · exp
(
−
√
s
a2
·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
])
·
·
√
s
a2 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
]
− 1[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
] 3
2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dz′
⎤⎥⎥⎦
−B1 ·
√
s
3 · a1 · exp
[
−
√
s
3 · a1 (x + y + H1)
]
=
⎡⎣C2,1 · q˙1
4 · π · λ1 ·
H1∫
H0
{
− (H1 − z′) · exp
(
−
√
s
a1
·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
])
·
·
√
s
a1 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
]
− 1[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
] 3
2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dz′
⎤⎥⎥⎦+
+
⎡⎣ q˙2
4 · π · λ2 ·
Hm∫
H1
{
− (H1 − z′) · exp
(
−
√
s
a2
·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
])
·
·
√
s
a2 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
]
− 1[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H1 − z′)2
] 3
2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dz′
⎤⎥⎥⎦
−B2 ·
√
s
3 · a2 · exp
[
−
√
s
3 · a2 (x + y + H1)
]
= ∂T2
∂z (x, y,H1, s) (B.0.45)
Die drei Gleichungen B.0.43, B.0.44 und B.0.45 enthalten vier Unbekannte: B1, B2, C1,2 und C2,1. Ent-
weder muss die Randbedingung in Gl. B.0.30 geändert werden, damit eine zusätzliche Gleichung für die
unterste Schicht hinzugefügt werden kann, oder man kann versuchen, die einzelnen Übertragungsfunk-
tionen zwischen den Schichten zu bestimmen, indem man die Wärmeproduktion nur in einer Schicht
erlaubt, die Koeffizienten bestimmt und diese Prozedur für alle Schichten wiederholt.
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Jetzt werden die einzelnen Übertragungsfunktionen bestimmt, indem nur eine der m Quellen aktiv ist
und alle anderen gleich null gesetzt werden. Zuerst wird also angenommen, dass:
q˙1 = 1
W
m q˙2 = 0
W
m
Damit bekommt man:⎡⎢⎣ E1 (0) 0 0E1 (H1) −D1 (H1) −E2 (H1)
−
√
s
3a1 · E1 (H1) −F1 (H1)
√
s
3a2 · E2 (H1)
⎤⎥⎦ ·
⎧⎨⎩ B1C2,1B2
⎫⎬⎭ =
⎧⎨⎩
ta
s −D1 (0)−D1 (H1)
−F1 (H1)
⎫⎬⎭
wobei:
Di (H) =
q˙i
4 · π · λi ·
Hi∫
Hi−1
exp
(
−
√
s
ai ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H− z′)2
])
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H− z′)2
dz′
Ei (H) = exp
(
− (x + y + H) ·
√
s
3 · ai
)
Fi (H) =
⎡⎢⎣ q˙i4 · π · λi ·
Hi∫
Hi−1
{
− (H− z′) · exp
(
−
√
s
ai
·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H− z′)2
])
·
·
√
s
ai ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H− z′)2
]
− 1[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (H− z′)2
] 3
2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ dz′
⎤⎥⎥⎦
Im homogenen Fall
ta = 0
ergibt sich daraus:
B1 = −D1 (0)E1 (0)
= − q˙14 · π · λ1 ·
H1∫
H0
exp
(
−
√
s
a1
[√[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′)2
]
− x+y√3
])
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′)2
dz′
und: [
D1 (H1) E2 (H1)
F1 (H1) −
√
s
3a2 · E2 (H1)
]
·
{
C2,1
B2
}
=
⎧⎨⎩ D1 (H1)−
E1(H1)
E1(0) ·D1 (0)
F1 (H1) +
√
s
3a1 ·
E1(H1)
E1(0) ·D1 (0)
⎫⎬⎭
det A = −D1 (H1) ·
√
s
3a2
· E2 (H1)− E2 (H1) · F1 (H1) = −E2 (H1) ·
[
D1 (H1) ·
√
s
3a2
+ F1 (H1)
]
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1
det A ·
[
−
√
s
3a2 · E2 (H1) −E2 (H1)
−F1 (H1) D1 (H1)
]
·
⎧⎨⎩ D1 (H1)−
E1(H1)
E1(0) ·D1 (0)
F1 (H1) +
√
s
3a1 ·
E1(H1)
E1(0) ·D1 (0)
⎫⎬⎭ =
{
C2,1
B2
}
C2,1 =
√
s
3a2 · E2 (H1) ·
[
D1 (H1)− E1(H1)E1(0) ·D1 (0)
]
E2 (H1) ·
[√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
] + E2 (H1) ·
[
F1 (H1) +
√
s
3a1 ·
E1(H1)
E1(0) ·D1 (0)
]
E2 (H1) ·
[√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
]
=
√
s
3a2 ·D1 (H1)−
√
s
3a2 ·
E1(H1)
E1(0) ·D1 (0)√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
+
√
s
3a1 ·D1 (0) ·
E1(H1)
E1(0) + F1 (H1)√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
=
√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1) +
E1(H1)
E1(0) ·D1 (0) ·
[√
s
3a1 −
√
s
3a2
]
√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
= 1 +
E1(H1)
E1(0) ·D1 (0) ·
[√
s
3a1 −
√
s
3a2
]
√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
B2 =
F1 (H1) ·
[
D1 (H1)− E1(H1)E1(0) ·D1 (0)
]
E2 (H1) ·
[√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
] − D1 (H1) ·
[
F1 (H1) +
√
s
3a1 ·
E1(H1)
E1(0) ·D1 (0)
]
E2 (H1) ·
[√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
]
=
D1 (H1) · F1 (H1)−D1 (H1) · F1 (H1)− E1(H1)E1(0) ·D1 (0) ·
[
F1 (H1)−
√
s
a1 ·D1 (H1)
]
E2 (H1) ·
[√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
]
= −
E1(H1)
E1(0) ·D1 (0) ·
[
F1 (H1)−
√
s
a1 ·D1 (H1)
]
E2 (H1) ·
[√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
]
Die zurückzutransformierende Temperatur wird damit:
Ti (q˙1) =
m∑
j=1
Ci,j ·Dj (z) + Bi · Ei (z)
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d. h.:
T1 (q˙1) =
=1
C1,1 ·D1 (z) + B1 · E1 (z)
= D1 (z)−D1 (0) · E1 (z)E1 (0)
= q˙14 · π · λ1 ·
H1∫
H0
exp
(
−
√
s
a1 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′)2
])
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′)2
dz′
−
q˙1 · exp
[
−z
√
s
3a1
]
4 · π · λ1 ·
H1∫
H0
exp
(
−
√
s
a1 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′)2
])
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′)2
dz′
und:
T2 (q˙1) = C2,1 ·D1 (z) + B2 · E2 (z)
= D1 (z) ·
⎡⎢⎣1 + E1(H1)E1(0) ·D1 (0) ·
[√
s
3a1 −
√
s
3a2
]
√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
⎤⎥⎦
−E2 (z) ·
E1(H1)
E1(0) ·D1 (0) ·
[
F1 (H1)−
√
s
a1 ·D1 (H1)
]
E2 (H1) ·
[√
s
3a2 ·D1 (H1) + F1 (H1)
]
= D1 (z) +
D1 (0)D1 (z) E1(H1)E1(0)
[√
s
3a1 −
√
s
3a2
]
−D1 (0) E2(z)E2(H1)
E1(H1)
E1(0)
[
F1 (H1) +
√
s
3a1D1 (H1)
]
F1 (H1) +
√
s
3·a2 ·D1 (H1)
bzw.:
T1,τ (q˙1) =
D1 (z)
s +
B1
s · E1 (z)
= D1 (z)s −
D1 (0)
s ·
E1 (z)
E1 (0)
= q˙14 · π · λ1 · s ·
H1∫
H0
exp
(
−
√
s
a1 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′)2
])
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′)2
dz′
−
q˙1 · exp
[
−z
√
s
3a1
]
4 · π · λ1 · s ·
H1∫
H0
exp
(
−
√
s
a1 ·
[
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′)2
])
√
(x − x′)2 + (y− y′)2 + (−z′)2
dz′
mit:
rSM =
√
(x − x′)2 + (y− y′)2
rz (z) =
√
r2SM + (z− z′)2
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F1 (H1) +
√
s
3·a2 ·D1 (H1) =
√
s
3a2
q˙1
4πλ1
H0∫
H1
exp
(
−
√
s
a1 [r2SM+(H1−z′)2]
)
√
r2SM+(H1−z′)2
dz′+
− q˙14πλ1
H1∫
H0
{
(H1 − z′) exp
(
−
√
s
a1
[
r2SM + (H1 − z′)2
]) √ s
a1 [r2SM+(H1−z′)2]−1
[r2SM+(H1−z′)2]
3
2
}
dz′ =
q˙1
4πλ1
H1∫
H0
{
exp
(
−
√
s
a1 [r2SM+(H1−z′)2]
)
√
r2SM+(H1−z′)2
[
1− (H1−z
′)
r2SM+(H1−z′)2
(√
s
a1
[
r2SM + (H1 − z′)2
]
− 1
)]}
dz′ =
q˙1
4πλ1
H1∫
H0
{
exp
(
−√ sa1 r2z(H1)
)
√
r2z(H1)
[
1− (H1−z
′)
r2z(H1)
(√
s
a1 r
2
z (H1)− 1
)]}
dz′
E1 (H1)
E1 (0)
=
exp
(
−
√
s
3a1 [x + y + H1]
)
exp
(
−
√
s
3a1 [x + y]
) = exp(−√ s3a1 [H1]
)
E2 (z)
E2 (H1)
=
exp
(
−
√
s
3a2 [x + y + z]
)
exp
(
−
√
s
3a2 [x + y + H1]
) = exp(−√ s3a2 [z−H1]
)
Als Nächstes wird angenommen, dass:
q˙1 = 0
W
m q˙2 = 1
W
m
Damit bekommt man:⎡⎢⎣ E1 (0) D2 (0) 0E1 (H1) D2 (H1) −E2 (H1)
−
√
a
3a1 · E1 (H1) F2 (H1)
√
s
3a2 · E2 (H1)
⎤⎥⎦ ·
⎧⎨⎩ B1C1,2B2
⎫⎬⎭ =
⎧⎨⎩
ta
s
D2 (H1)
F2 (H1)
⎫⎬⎭
det A =
√
s
3a2
·D2 (H1) · E1 (0) · E2 (H1) +
√
s
3a1
·D2 (0) · E1 (H1) · E2 (H1)
−
√
s
3a2
·D2 (0) · E1 (H1) · E2 (H1) + E1 (0) · E2 (H1) · F2 (H1)
= E2 (H1) ·
(
D2 (0) · E1 (H1) ·
[√
s
3a1
−
√
s
3a2
]
+ E1 (0) ·
[√
s
3a2
·D2 (H1) + F2 (H1)
])
⎡⎢⎢⎢⎣
E2(H1)
[√ s
3a2
D2(H1)+F2(H1)
]
det A −
D2(0)E2(H1)
√ s
3a2
det A −D2(0)E2(H1)det A
E1(H1)E2(H1)
[√ s
3a1
−√ s3a2
]
det A
E1(0)E2(H1)
√ s
3a2
det A
E1(0)E2(H1)
det A
E1(H1)F2(H1)+
√ s
3a1
E1(H1)D2(H1)
det A −
√ s
3a1
E1(H1)D2(0)+E1(0)F2(H1)
det A
E1(0)D2(H1)−E1(H1)D2(0)
det A
⎤⎥⎥⎥⎦ ·
·
⎧⎨⎩
ta
s
D2 (H1)
F2 (H1)
⎫⎬⎭ =
⎧⎨⎩ B1C1,2B2
⎫⎬⎭
Im homogenen Fall
ta = 0
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ergibt sich daraus:
B1 = −
D2 (0)
[
D2 (H1)
√
s
3a2 + F2 (H1)
]
D2 (0) · E1 (H1) ·
[√
s
3a1 −
√
s
3a2
]
+ E1 (0) ·
[√
s
3a2 ·D2 (H1) + F2 (H1)
]
C1,2 =
E1 (0)
[
D2 (H1)
√
s
3a2 + F2 (H1)
]
D2 (0) · E1 (H1) ·
[√
s
3a1 −
√
s
3a2
]
+ E1 (0) ·
[√
s
3a2 ·D2 (H1) + F2 (H1)
]
B2 = −
E1 (H1)D2 (0)
[
F2 (H1) +
√
s
3a1D2 (H1)
]
E2 (H1) ·
(
D2 (0) · E1 (H1) ·
[√
s
3a1 −
√
s
3a2
]
+ E1 (0) ·
[√
s
3a2 ·D2 (H1) + F2 (H1)
])
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Anhang C
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Prof. Dr. rer. nat. habil. Steffen Wagner
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dere habe ich nicht die Hilfe eines kommerziellen Promotionsberaters in Anspruch genommen. Dritte
haben von mir keine geldwerten Leistungen für Arbeiten erhalten, die in Zusammenhang mit dem Inhalt
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Die Arbeit wurde bisher weder im Inland noch im Ausland in gleicher oder ähnlicher Form einer anderen
Prüfungsbehörde vorgelegt und ist auch nicht veröffentlicht worden.
Ich erkenne die Promotionsordnung der Fakultät Maschinenwesen der TU Dresden vom 1. Juli 2001 an.
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